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Ve star¹ích roènících MFI jsme se mohli setkat s èlánky odhalující zajímavý svìt teore-
tické informatiky, který mù¾e mnoha uèitelùm i studentùm informatiky, ale i profesionálùm
- vývojáøùm a programátorùm, pøipadat jako nutné zlo nebo zbyteèná matematická teorie
bez vyu¾ití. V tìchto èláncích jsme se sna¾ili na jednoduchých pøíkladech ukázat, ¾e jde o
zajímavou a potøebnou základnu informatiky, u které je spí¹e problém ve stylech a meto-
dách výuky, které ji mnohdy pøedurèují k podobnému vidìní v oèích studujících. Ukázali
jsme jednak logiku jako informatickou vìdu o automatizaci usuzování [10], dále teorii vy-
èíslitelnosti a slo¾itosti, která dává exaktní a univerzální nástroje pro popis algoritmù a
zji¹»ování jejich efektivity [9] a také teorii formálních jazykù [8]. Právì k teorii formálních
jazykù bychom se chtìli nyní vrátit a ukázat pøíklad, který více ne¾ co jiného blízký praxi
informatika. Uká¾eme jej samozøejmì na zjednodu¹eném modelu, který je ale principiálnì
univerzálnì pou¾itelný. Chceme ukázat, jak jednoduchou úlohu má informatik s dobrou
znalostí teoretické informatiky oproti informatikovi, který tyto znalosti nepou¾ívá. V¹e
samozøejmì uká¾eme na programátorské úrovni, vèetnì hotového kódu.

Úloha kterou pøiná¹íme má hodnì spoleèného s typickou úlohou v informatické praxi
a tou je pøeklad resp. interpretace nìjakého zdrojového kódu (programu) do jiného ja-
zyka (vèetnì optimalizací vzniklého kódu). S tímto se setkáváme prakticky ka¾dodennì
(otázka je zda si to uvìdomujeme). Samozøejmì nejprve informatika asi napadne úloha
typu - programuji øe¹ení zadaného úkolu v nìjakém programovacím jazyce (napø. Pascalu)
a pak pou¾iji pøekladaè, který mi vyrobí kód v nìjakém poèítaèovì pou¾itelném formátu
(tøeba exe soubor pro poèítaè typu PC pod platformou MS-DOS). Nemusí v¹ak jít jen o
tento "programátorský" pøípad. Ani¾ si to mnohdy uvìdomujeme, pokud prohlí¾íme libo-
volnou webovou stránku, tak ná¹ webový prohlí¾eè získává z daného URL kód v jazyce
HTML. Ten by samozøejmì pro èlovìka asi nebyl na ètení to nejlep¹í. Proto prohlí¾eè musí
PØELO®IT a interpretovat tento kód, tak aby byl pro èlovìka pøíjemný. Jde o zobrazení
rùzných velikostí písma, tabulek, obrázkù, pozadí stránek atd. Jakkoliv to vypadá naprosto
pøirozenì, pokud budeme zkoumat, jak fungují programy, které tuto èinnost dìlají, není to
a¾ tak triviální èinnost a souvisí neoddìlitelnì právì s teorií formálních jazykù. I zdánlivì
jednoduchá souèást tohoto procesu je bez dobré znalosti pojmù a postupù, které pøiná¹í
teorie formálních jazykù a automatù, takøka neøe¹itelný úkol.

Touto jednoduchou úlohou, se kterou se nyní dùkladnì seznámíme a uká¾eme si její
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(obecnì pou¾itelné) øe¹ení, je kontrola, pøeklad a optimalizované vyhodnocení logického
výrazu. Úlohu si samozøejmì pro na¹e úèely výkladu algoritmù zjednodu¹íme oproti klasic-
kým programovacím jazykùm, kde mù¾eme pou¾ívat i relaèní operátory, èíselné promìnné
(to ale nijak nesni¾uje obecnost principù, které se zde nauèíme). Logickým výrazem (nebo
chcete-li výrokovými formulemi) budeme myslet øetìzce s jednopísmennými identi�kátory,
logickou konstantou 0 (pravda), 1 (nepravda), logickými operátory (symboly u¾ívané v ná-
sledujících pøíkladech budou první v poøadí uvedené - pou¾íváme symboly ASCII kódu do
127) � (negace - :), & (konjunkce - ^), j (disjunkce - _), > (implikace -!), = (ekvivalence
-$) a pomocným symbolem závorek. Napø. :(A^B)_:(:A_:B) - je výraz podle stan-
dardních interpretací logických operátorù zjevnì v¾dy pravdivý a tedy jeho opakovaného
vyhodnocování je zbyteèné mrhaní strojovým èasem.

Takovéto výrazy jsou nedílnou ka¾dého vy¹¹ího procedurálního programovacího jazyka
(øe¹ení v¹ech problémù obvykle stavíme na správnì formulovaných podmínkách, které lec-
kdy bývají docela slo¾ité a mnohdy ani sám programátor neodhalí, ¾e daná podmínka buï
nemù¾e být nikdy splnìna, nebo je splnìna v¾dy, èi pøípadnì mù¾e být podstatnì zjedno-
du¹ena a tím i zvý¹ena efektivita výpoètu programu). Jeliko¾ takovéto slo¾itìj¹í podmínky
bývají mnohdy vykonávány v cyklech a to tøeba mnoha milionkrát, je jistì vhodné, aby mo-
derní pøekladaèe programovacích jazykù provedli pøi vyhodnocení podmínky, co nejménì
operací - tedy pøekladaè by mìl jistì odhalit napøíklad skuteènost v na¹em pøíkladì - tedy,
¾e :(A^B)_:(:A_:B) je po formálních úpravách zjednodu¹itelné na 0 (logickou pravdu).

U¾ivatelé pøekladaèù jazyka Pascal nebo C jistì dobøe ví, ¾e tyto pøekladaèe více èi ménì
tìchto optimalizací provádìjí. Ale jak tuto èinnost realizují? Samozøejmì, ¾e uva¾ujeme-li
jako lidé s inteligencí a schopností èíst text nejen lineárnì (po znacích), pak v na¹em mozku
probíhají pochody pøímo na poèítaèi realizovatelné velmi tì¾ko. Na na¹em výrazu si ihned
uvìdomíme, v jakém poøadí probíhá vyhodnocení jednotlivých operací (tedy nejvy¹¹í prio-
ritu mají logické promìnné a závorky, pak postupujeme ve vyhodnocování podvýrazù podle
struktury formule a priorit operátorù (tedy nejdøíve negace, pak konjunkce, implikace a
nakonec ekvivalence). Bohu¾el dne¹ní poèítaèe a klasické procedurální programovací ja-
zyky takovou inteligencí nedisponují a uvìdomme si napøíklad, ¾e výraz musíme zadat jako
nìjaký øetìzec znakù, který pak mù¾eme èíst po znacích. Je také dobré si uvìdomit, ¾e aby
program (pøekladaè), který bychom si rádi udìlali sami, mìl pro praktickou práci smysl,
musí být efektivní - mít dobrou èasovou slo¾itost. Urèitì bychom nechtìli mít pøekladaè,
který øetìzec (co¾ v obecném pøípadì mù¾e být program o desítkách nebo stovkách tisíc
znakù) prochází opakovanì a stále se vrací k tomu, co u¾ jednou pøeèetl (takový algoritmus
byl pøedstaven ji¾ døíve v MFI, i pøes jeho nespornou jednoduchost je v¹ak pro profesi-
onální programy nepøijatelný). Sami si pøedstavte, ¾e program v Pascalu vám pøekladaè
kompiluje hodiny, dny nebo mìsíce, aby nakonec oznámil, ¾e v nìm máte na konci syn-
taktickou chybu. Takový pøístup by vás asi napadl, budete-li sna¾it vyhodnocovat výraz
nìjakých triviálním algoritmem. Tedy postupnì vyhodnocovat podvýrazy a stále znovu
procházet øetìzec. To je v¹ak z hlediska optimality zcela nepøijatelné - my se pøece sna¾íme
u¹etøit ka¾dou operaci a tedy opakované procházení je zcela proti tomuto cíli. Budeme tedy
muset zøejmì zapojit nìjaké "know-how" a v na¹em pøípadì to budou právì prostøedky a
algoritmy, které nám dává teorie formálních jazykù a pøekladaèù.
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Tento text si samozøejmì neèiní ambice vás seznámit s celou teorií tvorby pøekladaèù
(ta obsahuje mnoho so�stikovaných postupù, jak efektivnì pøekládat sekvence pøíkazù,
slo¾ité datové struktury atd.), ale spí¹e se zamìøíme na analytickou èást pøekladaèe a op-
timalizace ve výrazech (logických). K celému textu lze také velmi dobøe vyu¾ít ji¾ hotové
aplikace hlavního autora [4]. Tento balíèek pøiná¹í spustitelné aplikace (s názvem Bache-
lor) pro platformu MS-DOS, MS-Windows (32-bit), vèetnì zdrojových kódù v jazyce Pascal
(Turbo Pascal 7.0 + Turbo Vision 2.0, resp. Object Pascal pod Borland Delphi), i ve verzi
v C++ (Borland C++ 3.1 s Turbo Vision). Balíèek umo¾òuje zapisovat logické výrazy
se stejnou syntaxí jakou jsme ji¾ popsali a provádìt jejich pøevod (kompilaci) do formy
syntaktického stromu [14], pøevod do funkènì úplných mno¾in spojek (napø. jen na negaci
a implikaci), pøevody na konjunktivní a disjunktivní normální formy, jejich minimalizaci a
nakonec i rozhodnutí, zda formule není kontradikcí nebo tautologií [10]. To v¹e je mo¾né
také sledovat po jednotlivých krocích i s komentáøem, jaké logické ekvivalence (zákony)
jsme k tomu pou¾ili. V¹e ilustruje obrázek 1, s otevøeným souborem obsahujícím výstupy
formálních úprav provedených aplikací Bachelor. Pozn. Do aplikace WinBch95 byl doda-
teènì dopracován pro ètenáøe i výpis oznaèené formule do formy syntaktického stromu
(textovì) - DOS a Win16-bit verze ji¾ nebudou dále roz¹iøovány ani opravovány.

Obrázek 1: Aplikace Bachelor pro formální úpravy ve výrokové logice

Celý balíèek lze získat na adrese: http://www1.osu.cz/home/habibal/publ/bachelor.zip

1 De�nice jazyka logických výrazù pomocí gramatiky - Backusovy-Naurovy
formy

Aby byl schopen poèítaè pracovat s logickým výrazem (resp. s jakýmkoliv jiným syn-
taktickým elementem v libovolném zdrojovém kódu) musíme nìjakým vhodným formálním
prostøedkem zapsat de�nici tohoto výrazu. Tyto výrazy vlastnì tvoøí speci�cký jazyk a tedy
teoretická informatika nám dává prostøedek ve formálních gramatikách, o kterých jsme si
ji¾ v MFI mohli pøeèíst èlánek (citace TFJA). Pro de�nice struktur programovacích jazykù
se velmi dobøe hodí takzvaná Backusova-Naurova forma. Je podobná bezkontextovým gra-
matikám (má terminální symboly, neterminální symboly, pravidla pro pøepis neterminálù),
ale navíc zjednodu¹uje zápis obvyklých technik jako je opakování nìjakého øetìzce (tøeba
pøíèítaní podvýrazù v aritmetických výrazech se mù¾e dìlat opakovanì - u bezkontextových
gramatik bychom toto museli øe¹it krkolomnì pomocí jakési "rekurze"). Bezkontextová gra-
matika (BKG) je jedním z velmi vhodných zpùsobu zápisu syntaxe jazykù. Syntaxí zde
rozumíme jejich jazykovou strukturu. Umo¾òuje toti¾ vyjádøit vìt¹inu technik, které napøí-
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klad u programovacích jazykù pou¾íváme. Jde o alternativu nìkolika mo¾ností, opakování
stejného jazykového výrazu a hlavnì vnoøování celých rozvìtvených struktur mezi sebou.
Poslední zmiòovaná technika je právì onou technikou, kterou neumíme vyjádøit pomocí
jazykù regulárních, ale teprve pomocí bezkontextových jazykù. Zkusme si pøedstavit velmi
omezenou èást nìjakého programovacího jazyka - napøíklad strukturu aritmetického vý-
razu. Principiálnì je vìt¹ina jiných struktur velmi podobných (napø. sekvence pøíkazù je
analogická opakovanému sèítání podvýrazù!).

Pøíklad:

Sestrojme BKG pro jazyk slo¾ený z aritmetických výrazù s operandem x, operacemi +,*
a umo¾òující vnoøovat dal¹í podvýrazy stejného typu pomocí symbolù závorek (,). Kupøí-
kladu se mù¾e jednat o výraz: x � (x+ x+ x)

Gramatiku sestrojíme hierarchicky - tedy aby byla rozli¹ena priorita operátorù a vy-
u¾ijeme "rekurzivní" vlastnosti pøepisu neterminálu, abychom docílili mo¾nosti generovat
opakovanì sèítání a násobení.

G = (S;A;B; x; �;+; (; ); S; P )
P : S !1 A + S; S !2 A (opakovaný pøepis na S nám umo¾ní generovat libovolnì

mnoho sèítání struktury A)
A !3 B � A;A !4 B (opakovaný pøepis na A nám umo¾ní generovat libovolnì mnoho
násobení struktury B)
B !5 (S); B !6 x (rekurzivním pøepisem na S mù¾eme vnoøit libovolnì mnoho podvýrazù
zcela stejné struktury jako výraz sám do závorek anebo ukonèit generování operandem x )
(Pozn.: index u symbolu urèuje pomocné èíslo pravidla)

V této gramatice pak lze snadno generovat napøíklad vý¹e uvedený výraz x�(x+x+x):
S )2 A )3 B � A )6 x � A )4 x � B )5 x � (S) )1 x � (A + S) )4 x � (B + S) )6

x� (x+S))1 x� (x+A+S))4 x� (x+B+S))6 x� (x+x+S))2 x� (x+x+A))4

x � (x+ x+B))6 x � (x+ x+ x)
(Pozn.: index u symbolu )i urèuje pomocné èíslo pravidla)
Dal¹ím pøehledným a hlavnì v praxi je¹tì více vyu¾ívaným zpùsobem zápisu syntaxe

jazyka je takzvaná Backusova-Naurova forma (BNF). Jde o zápis podobný bezkontextové
gramatice, ale pøitom bli¾¹í spí¹e programátorùm, resp. praxi.

BNF obsahuje podobnì jako BKG neterminály, které se uvádìjí do úhlových závorek
a pøepisují skrze symbol := na øetìzce terminálních a neterminálních symbolù. Jde tedy o
pravidla tvaru:

hXi ::= �1 : : : �n
Pro pøehlednìj¹í zápis je v¹ak je¹tì lep¹í modi�kace BNF zvaná EBNF (Extended BNF)

- roz¹íøená BNF, která zjednodu¹uje zápis opakovanì pou¾ívaných, pøíp. podmínìnì vy-
skytujících se výrazù. Umo¾òuje následující zápisy:

f�g - znamená, ¾e výraz se vyskytuje v libovolném poètu (ekvivalent operace iterace)
f�gn

m - znamená, ¾e výraz se vyskytuje v poètu nejménì n a nejvý¹e m (ekvivalent operace
mocniny od n do m)
[�] - znamená, ¾e výraz se mù¾e a nemusí na daném místì vyskytnout - je to ekvivalentní
zápisu f�g0

1
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Pøíklad:

Gramatika z pøedchozího pøíkladu by v BNF mohla být zapsána napøíklad takto:

haritmetickyvyraz+i ::= haritmetickyvyraz�if+haritmetickyvyraz�ig
haritmetickyvyraz�i ::= hoperand=podvyrazif�hoperand=podvyrazig
hoperand=podvyrazi ::= (haritmetickyvyraz+i)jx

BNF umo¾òuje pøehledný zápis a navíc i jednoduchý pøechod k nìkterým typùm SA, S
pomocí BNF je zapsána napøíklad celá gramatika jazyka Pascal v uèebnici [13]. Pøíkladem
mù¾e být deklarace podmínìného pøíkazu:

hpodminenyprikazi ::= ifhbooleovskyvyrazithenhprikazi[elsehprikazi]

Pro de�nici na¹eho logického výrazu pou¾ijeme následující gramatiku:

hExp1i ::= hExp2if= hExp2ig
hExp2i ::= hExp3if> hExp3ig
hExp3i ::= hExp4ifjhExp4ig
hExp4i ::= hICEif&hICEig
hICEi ::=� hICEij(hExp1i)j0j1jjAj : : : jZjaj : : : jz

Význam symbolù:

0 - nepravda , 1 - pravda , A . . . Z, a . . . z - atomy (logické promìnné), � - negace , =
- ekvivalence , > - implikace , j - disjunkce , & - konjunkce

2 Metoda rekurzivního sestupu pro syntaktickou analýzu

Prvním dùle¾itým úkolem pøi pøekladu z nìjakého zdrojového jazyka do cílového je
pøedev¹ím syntaktická analýza - tedy kontrola, zda je text ve zdrojovém jazyce správnì za-
psán. V nejjednodu¹¹ím pøípadì pouhé kontroly typu ANO/NE (program je správnì/není
správnì syntakticky zapsán) se jedná o takzvanou syntaktickou analýzu (dále budeme zkra-
covat SA). V anglicky psaných zdrojích se setkáte spí¹e s jednoslovným oznaèením "par-
sing". O daném postupu - algoritmu jak tuto SA provést, pak hovoøíme jako syntaktickém
analyzátoru (anglicky "parser").

Velice oblíbenou, jednoduchou a pøehlednou metodou vedoucí pøímo k hotovému a
dobøe èitelnému analyzátoru v libovolném strukturovaném programovacím jazyce je me-
toda rekurzivního sestupu (Recursive Descent Parsing) [2]. Metoda je zalo¾ena na principu
analýzy "shora dolù", tedy se sna¾íme hledat odvození slova podle dané gramatiky od
poèáteèního neterminálu v hierarchii smìrem "dolù".
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Metoda rekurzivního sestupu spoèívá v konstrukci procedur strukturovaného progra-
movacího jazyka pøesnì dle Backusovy-Naurovy formy (BNF), kde je ka¾dému neterminálu
pøiøazena jedna procedura a je volána procedura GetChar (naèítající v¾dy následující sym-
bol slova) pøed ka¾dým terminálem. Výskyt neterminálu v pravidle je v proceduøe nahrazen
rekurzivnì voláním pøíslu¹né procedury. Iterace a podmínka v Backus-Naurovì formì je na-
hrazena jednodu¹e jejich programátorskými protìj¹ky. Vy¾aduje se, aby jazyk byl de�nován
tzv. LL(k) gramatikou (detailní podmínky v [7], pro úèely tohoto èlánku budou takovéto
gramatiky vytvoøeny). Z hlediska èasové slo¾itosti (obecnì) jde opìt o obecnì neefektivní
metodu s exponenciální èasovou slo¾itostí, nicménì pro jednoduché gramatiky z praxe je
pou¾itelná a zejména je její výhodnou vysoká èitelnost kódu ve vztahu k výchozí grama-
tice. Navíc existuje modi�kace tzv. packrat parser, která pro omezenou tøídu takzvaných
parsing expression grammars pracuje v lineární èase. Také je tento postup 
exibilní, pro-
to¾e umo¾òuje kdykoliv zmìnit a pøidat syntaktický element bez nutnosti mìnit celý kód,
ale pouze dotèenou èást gramatiky (napøíklad zmìna struktury èíslo z celého èísla na re-
álné znamená pouze zmìnu procedury reprezentující tento element). Podívejme se nyní na
pøíklad gramatiky pro generování aritmetických výrazù se sèítáním, násobením, èíslicemi
a vnoøenými závorkovanými strukturami. Vyhodnocování takového výrazu strojovì je pak
velmi jednoduché pomocí tzv. post�xové notace (reverzní polská notace), kde v¾dy platí,
¾e operátory se vyskytují a¾ za jeho operandy. Pro vyhodnocení takové notace nám postaèí
jen datová struktura typu zásobník a nijak to neovlivní lineární èasovou slo¾itost celého
procesu vèetnì syntaktické analýzy.

Pøíklad:

Nejprve sestrojme mírnì modi�kovanou gramatiku (oproti pøíkladu z minulé kapitoly) v
Backusovì-Naurovì formì:

hV yrazi ::= hTermif+hTermig
hTermi ::= hFaktorif�hFaktorig
hFaktori ::= (hV yrazi)j0j1j2jj9

Nyní se schématicky pokusíme ukázat (nejde o zcela hotový kód, ale o jeho fragmenty
po èástech, které byly dohromady úspì¹nì testovány), jak bychom sestrojili SA metodou
rekurzivního sestupu pro tuto gramatiku v jazyce Pascal. Tento kód, pak umo¾òuje nejen
SA, ale i detekci mo¾ných chyb. Nejprve sestrojíme proceduru, která zapouzdøuje celou
èinnost SA. Její hlavièka mù¾e vypadat napøíklad takto:

program Preklad;
var ch:char; {aktualni zpracovavany znak}

infixProg, postfixProg:string; {globalni prom. unitu pro uchovani vyrazu}
errProg, posProg, infixpos:word; {globalni prom. cisla chyby}

procedure SyntaktickaAnalyza(infix:string;var err,pos:word; var postfix:string);
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{procedura analyzuje aritmetický výraz infix, postfix obsahuje
postfixovou notaci vhodnou pro vyhodnoceni zasobnikem
err obsahuje èíslo chyby, pos obsahuje pozici ,kde analýza skonèila}

procedure Term;forward;
procedure Faktor;forward;

Pou¾ívají se promìnné in�xpos (pozice aktuálnì èteného znaku ze vstupu), ch (aktuální
znak). Analyzátor dále obsahuje nezbytný lexikální analyzátor pro naèítaní jednotlivých
symbolù (v na¹em zjednodu¹eném pøípadì jde o jednoznakové symboly). Lexikální analýza
je realizována procedurou GetChar, která ukládá znak do promìnné ch a pøípadnì provede
detekci chybové situace err=2, pokud naèteme zcela nepøípustný znak. V rámci SA je pak
otázka jen pøidat nìkolik vhodnì umístìných pøiøazení do výstupní promìnné post�x, kde je
pøelo¾ený výraz do post�xové notace, kterou lze velmi jednodu¹e algoritmicky vyhodnotit.

procedure Getchar; {ète znak z infixu do promìnné ch}
begin

if err=0 then
begin

Inc(infixpos);
if infixpos<=Length(infix) then ch:=infix[infixpos] else ch:=#0;
ch:=Upcase(ch);
if not((ch in ['0'..'9'])or(ch in ['(',')','*','+',#0])) then err:=2;

{o¹etøení ne¾ádoucích znakù}
end;

end;

Jádrem analyzátoru jsou jednotlivé rekurzivní procedury Výraz (sèítaní), Term (ná-
sobení), Faktor (èíslice, vnoøený závorkovaný výraz). Výraz pøesnì podle BNF buï volá
podøízený Faktor nebo ète terminální symboly.

procedure Vyraz; {výraz s ni¾¹í prioritou}
begin

if err=0 then
begin

Term;
while (ch='+') do

begin
Getchar; {sèítání}
Term;

postfix := postfix + '+';
end;

end;
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end;

procedure Term; {výraz s vy¹¹í prioritou}
begin

if err=0 then
begin

Faktor;
while (ch='*') do

begin
Getchar; {násobení}
Faktor;

postfix := postfix + '*';
end;

end;
end;

A dále musíme sestrojit proceduru pro Faktor, která bude mít vzhledem k jinému
charakteru pøepisovaného øetìzce i jiný kód.

procedure Faktor; {synt. analýza operandu}
begin

if err=0 then
begin

case ch of
'0'..'9':

begin
postfix:=postfix+ch; {anal. èíslic}
Getchar;

end;
'(':begin

Getchar;
{analýza výrazu se závorkou}

Vyraz;
if (ch<>')')and(err=0) then err:=4 {chyba- není ukonèen závorkou}
else if err=0 then

begin
Getchar;

end;
end;

else if err=0 then err:=5; {nebyl detekován ani vyraz,ani èíslice}
end;

end;
end;
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Faktor tedy rozli¹uje dvì situace - buï jde o èíslici nebo jde o výraz zaèínající závorkou
a ukonèený opaènou závorkou. Logicky tedy mù¾eme odhalit dal¹í dvì chyby (err=4, kdy¾
chybí závorka, err=5, kdy¾ není detekován ani výraz ani èíslice). Post�xová notace se
generuje postupnì - ka¾dá èíslice se vlo¾í okam¾itì po naètení, znak operátoru se pøidá,
a¾ po zpracování podstromu. Pozn. Nebyl by problém se zcela vyhnout tvorbì post�xu
a stejným rekurzivním principem pøímo vyèíslovat postupnì hodnotu výrazu (procedury
Faktor, Term a Výraz by pak mìly návratovou hodnotu rovnou výsledku po aplikaci v¹ech
operací na dané úrovni podvýrazu).

Pozn. Samozøejmì, ¾e chybové detekce by mohly odhalit je¹tì dal¹í problematické kon-
strukce - napø. skonèení nejvy¹¹ího volání procedury Výraz pøed pøeètením posledního
znaku apod. Vlastní tìlo procedury pro SA, pak provede volání poèáteèního neterminálu a
odhalí nìkteré chyby dodateènì po pøeètení výrazu napø. ¾e sice skonèila nejvy¹¹í procedura
Vyraz, ale je¹tì ve vstupu jsou nìjaké znaky.

begin
err:=0; {inicializace prom.}
infixpos:=0;
postfix:='';
Getchar;
Vyraz; {zavolani syntakticke analyzy vyrazu}
if (ch=')') and (err<>5) then

begin
err:=6;
pos:=0;

end; {osetreni prebytecne prave zavorky}
if (ch<>#0) and (err=0) then err:=1; {osetreni konce kompilace-neni konec

infixu}
pos:=infixpos; {nastaveni navratovych hodnot}

end;

Nakonec mù¾eme v hlavním programu tuto proceduru pou¾ít.

begin
infixProg := '5+3*2';
SyntaktickaAnalyza(infixProg, errProg, posProg, postfixProg);
Writeln('Doslo k chybe:', errProg);
if err<>0 then exit;
Writeln('Postfixova notace:', postfixProg);
readln;

end;

Ilustrujme nyní prùbìh výpoètu procedury Výraz na výrazu 5 + 3 � 2.
Rozeberme nyní jádro vyhodnocení výrazu v in�xní formì. Toto jádro provádí kompilaci

aritmetického výrazu v in�xové (tedy pøirozené) notaci do notace post�xové. Ta je vhodná
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Obrázek 2: Prùbìh rekurzivního sestupu

pro zpracování pomocí poèítaèe napø. vyhodnocení pomocí zásobníku. Aritmetický výraz
v in�xové (pøirozené) notaci 5 + 3 * 2 lze pomocí této procedury pøelo¾it na výraz v
post�xové notaci 5 3 2 * +. Ta je konstruována tak, ¾e místo tvaru, kde je operátor mezi
operandy, má operátor a¾ za obìma operandy.

Tento výraz lze pak pomocí zásobníku vyhodnotit tak, ¾e èteme jednotlivé symboly a
provádíme s nimi tyto dvì operace:

1. Je-li ètený symbol operandem, pak ulo¾ operand na zásobník.

2. Je-li ètený symbol operátorem, pak vyber ze zásobníku posledních n operandù (kde n
je arita operátoru; napø. pro + je n = 2). Proveï operaci dle operátoru s vybranými
operandy a výsledek ulo¾ na zásobník.

Pro výraz 5 + 3 * 2 vezmìme jeho post�xovou notaci 5 3 2 * + a vyhodno»me jej s
pomocí zásobníku.

Obrázek 3: Prùbìh rekurzivního sestupu

Obsah zásobníku po pøeètení slova je roven hodnotì výrazu. Postup by samozøejmì bylo
mo¾no zobecnit na slo¾itìj¹í èísla nebo promìnné, ale vy¾adovalo by to slo¾itìj¹í struktury
zásobníku.

3 Grafová (stromová) reprezentace logických výrazù

Jak jsme ji¾ pochopili v pøedchozí kapitole, není zápis v klasickém in�xním formátu pro
poèítaè pøíli¹ výhodný, i kdy¾ my lidé jsme na nìj zvyklí a umíme s ním díky výuce matema-
tiky dobøe pracovat. To platí o výrazech i strukturovaných kódech v¹eho druhu - programy,
texty, aritmetické a logické výrazy. Ukázali jsme si zpùsob, jak lze jednodu¹e vytvoøit ji-
nou notaci (v podstatì jde jen o poøadí operátorù a operandù), kterou u¾ poèítaè doká¾e
relativnì lehce zpracovat (s pomocí zásobníku). Existuje v¹ak mnohem univerzálnìj¹í a
pro algoritmizaci slo¾itých procesù velmi vhodná metoda a to je reprezentace pomocí syn-
taktických stromù. Syntaktický strom je v podstatì orientovaným grafem s ohodnocenými
uzly neobsahujícím cykly a u kterého, lze urèit koøen stromu (jakýsi nejvy¹¹í prvek). Ka¾dý
uzel, pak mù¾e mít své potomky k nim¾ vedou hrany a ty uzly, které potomky nemají se
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nazývají listy stromu (graf tedy opravdu pøipomíná ¾ivý strom). Pro jednoduchost budeme
stromy reprezentovat textovì - jde o výstupy z ji¾ zmiòovaného doplòku vytvoøeného pro
ètenáøe v rámci aplikace Bachelor [4]. Ov¹em pozor, tento doplnìk je obsa¾en v nabídce
Formula, Tree jen ve verzi pro Windows 32-bit, tedy WinBch95.exe.

Pøíklad:

Mìjme logickou formuli - u&~(u&b)&(z>b)>~z.

>
__/ \

& ~
___/ \ \

& > z
/ \ / \
u ~ z b

\
&

/ \
u b

Tento strom výsti¾nì a hlavnì pro poèítaè dostateènì jednodu¹e posti-
huje celou hierarchii formule. V koøeni stromu je spojka implikace, co¾
by poèítaè z in�xní formy urèoval velmi slo¾itì (závorky, priority ope-
rátorù), zatímco pracuje-li se stromem, v¹e je z hierarchické struktury
stromu jasné. Implikace má jako podstromy (spojené znaky = a n a po-
mocnými znaky ) konjunkci slo¾ené formule a negace atomu z. Strom
vùbec nemusí obsahovat závorky, nebo» priorita operátorù je obsa¾ena
u¾ v samotném stromu a není dùvod ji naru¹ovat nìjakým speciálním
symbolem jako jsou závorky. Algoritmy pro manipulace, zmìny a výpisy
stromu mohou být navíc velmi chytøe popsány rekurzivními algoritmy,
které jsou pak velmi jednoduché (krátké).

Napøíklad pokud bychom znali hodnoty logických promìnných u, z a b, pak spoètení
hodnoty výrazu se dá popsat jednoduchým rekurzivním pravidlem P:

1. Pokud je uzel listem vra» hodnotu promìnné,

2. Pokud uzel není listem, spoèítej hodnoty v¹ech potomkù uzlu pravidlem P a pak tyto
hodnoty zpracuj operací, která je obsa¾ena v uzlu, a vra» výsledek (negaci logické
konstanty spoèítej pøímo).

Podívejme se na to ilustrativnì na samotném stromu. Vezmìme stejný strom, pouze
dosaïme hodnoty promìnných do listù u = 1; z = 0; b = 0.

>
__/ \

& ~
___/ \ \

& > 0
/ \ / \
1 ~ 0 0

\
&

/ \
1 0

) >
__/ \

& ~
/ \ \

& > 0
/ \ / \
1 1 0 0

) >
__/ \

& ~
/ \ \
1 > 0

/ \
0 0

) >
/ \

& ~
/ \ \
1 1 0

) >
/ \
1 ~

\
0

) 1
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4 Konstrukce stromu

Vidìli jsme, ¾e práce se stromem je pro poèítaè velmi pøíjemná a dá se formulovat
takøka triviálními algoritmy (a bude platit i u mnohem slo¾itìj¹ích operacích, jak uvidíme
dále). Otázkou zùstává, jak s pomocí ji¾ známého rekurzivního sestupu a post�xového zpù-
sobu zápisu výrazu sestrojit syntaktický strom. Principiálnì to není pøíli¹ slo¾ité, pouze
technické zpracování vy¾aduje dovednosti pøi programování dynamických datových struk-
tur a práci s ukazateli. Vyu¾ijeme stejného algoritmu se zásobníkem, jakým bychom vy-
hodnocovali aritmetický výraz, pouze zmìníme vykonávané akce. Místo vlo¾ení èíslice do
zásobníku vytvoøíme dynamickou promìnnou typu záznam, kterou vlo¾íme do zásobníku.
Tento záznam reprezentuje list stromu. Pokud v nìjakém místì programu bychom podle
starého postupu vkládali operátor, pak namísto toho vytvoøíme opìt dynamický záznam.
Ten obsahuje odkaz na své nejvý¹e dva potomky (podvýrazy spojené logickou spojkou) -
tìmito odkazy uká¾eme na poslední dva prvky v zásobníku, které pøedtím vybereme. Místo
nich pak vlo¾íme hotový záznam se symbolem daného operátoru. Na konci budeme mít ze
správnì utvoøeného logického výrazu mít provázaný syntaktický strom a jeho koøen bude k
dispozici na vrcholu zásobníku. Následující fragment kódu aplikace Bachelor ukazuje, jak
vypadá datová struktura pro ulo¾ení jednoho uzlu stromu TSTreeNode a dále jak vypadá
zapouzdøovací záznam pro doèasné ulo¾ení do zásobníku (jakýsi "obal", který potøebujeme
pro uchování v zásobníkové pamìti).

type

PSTreeNode=^TSTreeNode; {uzel stromu}
TSTreeNode=record
character:char; {symbol : logická spojka,

promìnná nebo logická konstanta}
prior:byte; {priorita symbolu - potøebujeme ji pouze

ke zpìtnému výpisu do infixní podoby - tvorba závorek}
neg:boolean; {pøíznak zda je uzel negován

- nevytváøíme zbyteènì v programu dal¹í vìtev}
left:PSTreeNode; {ukazatel na levý podstrom (podvýraz) - potomka}
right:PSTreeNode; {ukazatel na pravý podstrom (podvýraz) - potomka}

end;

PSStackNode=^TSStackNode; {obal pro uchování v zásobníku}
TSStackNode=record {bìhem pøekladu do stromu}
node:PSTreeNode; {ukazatel na vlo¾ený uzel}
next:PSStackNode; {ukazatel na následující obal v zásobníku}

end;

Princip tvorby stromu bìhem rekurzivního sestupu si uká¾eme na fragmentech analyzá-
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toru. Popsat celý analyzátor by zabralo mnoho stran a principiálnì nejde o odli¹ný pøípad,
jaký jsme ji¾ pøedvedli na aritmetickém výrazu. Ètenáø má navíc mo¾nost se podívat do
zdrojových kódù aplikace Bachelor [4]. Ke v¹em neterminálùm jsou v souladu s de�nicí
BNF na¹eho jazyka sestrojeny procedury rekurzivního sestupu.

...
procedure Exp3;
begin
if Error=OK then

begin
Exp4;
while (ch='|')and(error=OK) do

begin
Getchar;
Exp4;

if error=OK then Action('|',3);

end;
end;

end;
...
procedure ICE;
begin
if error=OK then
begin
case ch of
'~':begin

Getchar;
ICE;
VPSStack^.node^.neg:=not(VPSStack^.node^.neg);

end;
'a'..'z','A'..'Z','0'..'1':

begin
Put(ch,6);
Getchar;

end;
'(':begin

Getchar;
Exp1;
if (ch<>')')and(error=OK) then Error:=missbra;
Getchar;

end
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else Error:=missexp;
end;

end;
end;

Vidíme, ¾e vlo¾ení listu do zásobníku nám realizuje procedura Put, která vytvoøí daný
uzel a jeho obal s pøíslu¹ným znakem a prioritou. Pokud nám pøijde znak negace, zmìníme
u posledního vlo¾eného atomu negaci na opaènou (teoreticky mù¾e obsahovat libovolné,
mno¾ství negací za sebou). V programu je de�nováno mnoho chyb, které mù¾e výraz ob-
sahovat - zde napøíklad chyba missexp vyjadøuje chybìjící podvýraz a missexp chybìjící
uzavírací párovou závorku. Navázání vytvoøení a navázání potomkù uzlu, který není list
(operátor), nám zajistí procedura Action.

procedure Put(var chp:char;pr:byte); {vytvoøení a vlo¾ení atomu}
begin

new(pom); {alokace nového dynamického záznamu - obalu}
pom^.next:=VPSStack; {pùvodní vrchol zásobníku musíme navázat na nový}
VPSStack:=pom; {nový obal je první v zásobníku - vrchol}
new(pom^.node); {v obalu vytvoøíme uzel stromu}
VPSStack^.node^.character:=chp; {uzel má po¾adovaný znak}
pom^.node^.left:=nil;
pom^.node^.right:=nil; {levý i pravý podstrom atom - promìnná

nebo konstanta - nemá! tedy ukazuje na nil}
pom^.node^.prior:=pr; {nastavíme prioritu podle po¾adavku}
pom^.node^.neg:=false; {prvotní vytvoøení nedìlá negaci}

end;
...
procedure Action(chr:char;pr:byte); {vlo¾ operátor do zásobníku}
begin

Put(chr,pr); {vlo¾ do zásobníku nový obal s uzlem
o po¾adovaném znaku operace a prioritì}

pom:=Cut; {vyber operátor ze zásobníku - budeme s ním pracovat}
pom^.node^.right:=VPSStack^.node; {nava¾ první uzel na zásobníku

jako pravý podstrom - pozor v zásobníku je poøadí obrácené}
garbage:=Cut; {vyber tento uzel ze zásobníku a zniè jeho obal}
dispose(garbage);
pom^.node^.left:=VPSStack^.node; {nava¾ nyní první uzel

na zásobníku jako levý podstrom}
garbage:=Cut; {Vyjmi jej ze zásobníku}
dispose(garbage); {zniè obal}
SInsert(pom); {vlo¾ obal a uzel operátoru do zásobníku}

end;
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5 Optimalizace výrazu, logické ekvivalence a normální formy

Vytvoøený syntaktický strom nám dává mo¾nost pracovat algoritmicky se strukturou
formule. Strom mù¾eme procházet principiálnì rùznými zpùsoby podle toho, co je cílem
algoritmu. Existují 4 základní mo¾nosti prùchodu pre-order, in-order, post-order a level-
order. Anglické slovíèko "order" jasnì øíká, co se myslí prùchodem - jde o poøadí v jakém
pracuje s uzly. Na následujících schématech lze pozorovat v jakém poøadí budou danou
metodou zpracovány uzly (èíslo je poøadí). Pravidlo se v¾dy aplikuje rekurzivnì (s mír-
nou výjimkou u Level-order) - tedy pou¾ívá samo sebe na potomky uzlu. Na uzel apliku-
jeme vybranou operaci (tøeba výpis znaku uzlu). Trochu výjimeèná je procedura prùchodu
Level-order, kde musíme implementovat frontu s je¹tì nezpracovanými uzly a ty postupnì
obsluhovat.

1
_/ \_

2 5
/ \ / \

3 4 6 7

Pre-order
- operace s uzlem
- Pre-order na levý uzel
- Pre-order na pravý uzel

7
_/ \_

3 6
/ \ / \
1 2 4 5

Post-order
- Post-order na levý uzel
- Post-order na pravý uzel
- operace s uzlem

4
_/ \_

2 6
/ \ / \
1 3 5 7

In-order
- Inorder na levý uzel
- operace s uzlem
- In-order na pravý uzel

1 - úroveò 0
_/ \_

2 3 - úroveò 1
/ \ / \

4 5 6 7 - úroveò 2

Level-order
- operace s uzlem (n-úroveò)
- vygeneruj uzly ni¾¹í n+ 1 úrovnì a dej do fronty
Zaèni od úrovnì 0 - koøene stromu
Aplikuj iterativnì na v¹echny uzly ve frontì Level-order

Vyu¾ítí rùzných zpùsobu prùchodu se dá ilustrovat na následujících pøíkladech:

� Výpis výrazu do in�xní formy - pou¾ijeme In-order, proto¾e chceme mít v¾dy binární
spojky v poøadí operand operátor operand.

� Vyhodnocení výrazu - pou¾ijeme Post-order, nebo» výraz se vyhodnocuje "zdola",
tj. ne¾ zaèneme vyhodnocovat spojku, musíme oba podvýrazy ji¾ mít vyèíslené

� Odstranìní negace smìrem na promìnné - pou¾ijeme Pre-order, jedná se o èasto
provádìnou operaci v logice, chceme aby negace byla jen u logických promìnných,
musíme tedy negaci postupnì shora od koøene tlaèit smìrem dolù pomocí logických
zákonù jako jsou De-Morganovy zákony, napø. :(A ^B), (:A _ :B).
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Podívejme se blí¾e na algoritmus pro výpis formule v in�xním tvaru èitelném pro u¾iva-
tele. Rekurzivní procedura typu In-order Dive provede zejména volání sama sebe pro levý
podstrom pro logickou spojku, pak se v¾dy vypí¹e znak atomu a nakonec se zavolá Dive
pro pravý podstrom u spojky. Samozøejmì je tøeba vyøe¹it závorkování (in�xní forma, na
kterou jsou lidé zvyklí, se bez závorek neobejde narozdíl od post�xu a stromu). Detaily
jsou popsány v komentáøích zdrojového kódu.

procedure TEditForm.Dive; {vypisuje rekurzivnì formuli v infixním tvaru}
begin

if (node^.neg=true) then
begin {pokud je uzel negován musíme vlo¾it znak negace}

InsertString('~');
if node^.prior<>6 then
{ale pokud to není atom jsou nutné závorky}

begin InsertString('('); end;
end;

if (node^.prior <> 6) then
{není-li atom budeme vypisovat

levý podstrom}
if (node^.prior>node^.left^.prior)and(not(node^.left^.neg)) then

{pokud má operátor levého podvýrazu ni¾¹í prioritu musíme
vlo¾it závorku, jinak by se provedl nejprve uzel, který právì øe¹íme}

begin
InsertString('(');

{volá se Dive pro levý podstrom}
Dive(node^.left); InsertString(')');

end else Dive(node^.left); {volání bez závorek}
InsertString(node^.character); {vlo¾íme znak spojky uzlu}
if (node^.prior <> 6) then {není-li atom vypí¹eme pravý podstrom}

if ((node^.prior>node^.right^.prior)or((node^.prior=2)
and(node^.right^.prior=2)))and(not(node^.right^.neg)) then

{pokud má operátor pravého podvýrazu ni¾¹í prioritu musíme vlo¾it závorku, jinak
by se provedl nejprve uzel, který právì øe¹íme Pozor! Pro pravý podstrom je tøeba
závorka, pokud je uzel i jeho pravý podvýraz implikace - není asociativní}

begin
InsertString('(');

{volá se Dive pro pravý podstrom}
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Dive(node^.right); InsertString(')');
end

else Dive(node^.right); {volání bez závorek}
if (node^.prior<>6)and(node^.neg=true) then

begin
InsertString(')');{ukonèení závorky pro poèáteèní negaci}

end;
end;

Ve výuce se logika na S© vìt¹inou vyuèuje jen v rámci matematiky a to zpùsobem,
který odpovídá jejímu vyu¾ití v matematice - tedy pøedev¹ím jako formální aparát pro
vyjadøování matematických vztahù. Vìt¹inou se spokojíme s výukou sémantiky logických
spojek, pøípadnì s pojmem tautologie, ale existují také jednoduché a èistì formální metody
na zjednodu¹ování formulí a pøípadnì i urèování platnosti, splnitelnosti a ovìøování správ-
nosti dedukce. Dùle¾ité je, ¾e daná pravidla jsou pomìrnì jednoduchá a pracují výluènì se
syntaxí formule, kterou nyní máme zapsánu velmi vhodnì formou stromu. Formální pravi-
dla známe i z jiných oblastí, napøíklad z teorie mno¾in, kde tøeba známe a èasto pou¾íváme
vztah mezi dvìmi mno¾inami a operacemi rozdílu a prùniku:

A�B = A \B

Podobnì lze upravovat nejen výrazy s rovnicemi, ale i logické výrazy. Nejprve se podívejme
na vyhodnocení logických konstant.

Vyhodnocení logických konstant

Pro vyhodnocení logických konstant mù¾e vyu¾ít následující zákony (ekvivalence):

A ^B , B ^ A;A _B , B _ A;A$ B , B $ A

:0, 1;:1, 0; A ^ 0, 0; A ^ 1, A;A _ 0, A;A _ 1, 1; A$ 0, :A;A$ 1, A

A! 1, 1; A! 0, :A; 1! A, A; 0! A, 1

Tyto ekvivalence mù¾e zcela pøirozenì naimplementovat do systému, který pracuje se
syntaktickým stromem a pak u¾ jen staèí napsat algoritmus, který vhodnì prochází strom
a aplikuje je. Vlastní procházení typu Post-order realizuje procedure RConstEval (uvádíme
jen fragment) a ka¾dý uzel ja pak testován procedurou , zda se v nìm díky logické konstantì
nemù¾e zjednodu¹ovat podle vý¹e uvedených zákonù.

procedure TEditForm.RConstEval;
begin

if (tr^.prior <> 6) then
begin
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RConstEval(tr^.left); RConstEval(tr^.right); EvlConst1(tr);
end; {levý podstrom, pravý podstrom, pak teprve uzel}

end;
...
procedure TEditForm.EvlConst1;
{pokus o vyhodnocení logické pravdy nebo nepravdy}
...
begin
...
case pchar of

'=':begin
if pompt2^.character='0' then pompt1^.neg:=not(pompt1^.neg);
p:=pompt1;RdisposeTree(pompt2);

end;{ekvivalence se vyhodnotí pøesnì dle ekvivalencí}
{ ( A = 1 ) = A

( A = 0 ) = ~A }
...
end;

Podívejme se také na pøíklad takového zjednodu¹ení, které mù¾e být velmi úèinnou
optimalizací a u¹etøit nám zbyteèné vyhodnocování velké èásti podmínky. Mìjme pomìrnì
slo¾itou podmínku -logický výraz - který obsahuje jednu konstantu 0 (tøeba bychom ji
dostali po vyhodnocení jednoho porovnání v nìjakém programovacím jazyce a nìjakém
programu v nìm vytvoøeném).

(p|~r|~t)&q&r&~(t|~0|~r)&(t|~q)&(~p|~q|~r)
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Dal¹í zajímavou transformací logického výrazu je pøevod na tzv. funkènì úplnou mno-
¾inu spojek. V logice existují kombinace spojek, pomocí kterých mù¾eme vyjádøit v¹echny
formule jako ekvivalentní. To by mohlo být zajímavé v pøípadì, ¾e stroj, který pro zpra-
cování na¹ich logických výrazù pou¾ijeme, umí velmi rychle oproti jiným spojkám, øe¹it
nìjakou konkrétní spojku (procesory poèítaèù i jiné logické obvody mohou tuto vlastnost
mít). Druhou mo¾ností jsou napøíklad nìkteré dùkazové metody (napøíklad metoda "re-
ductio ad absurdum", nepøímý dùkaz, vy¾aduje formule ve formì implikací). Funkènì úplné
mno¾iny spojek jsou napøíklad:

� f:;!g; f!g - negace a implikace, èi dokonce pouze implikace (ov¹em s pomocí
logických konstant)!

� f:;^;_g; f:;^g; f:;_g - negace, konjunkce, disjunkce èi dokonce negace pouze s
jednou tìchto spojek; u první mno¾iny lze dostat tvar tzv. negaèní normální formy -
kdy negace se vyskytuje pouze u výrokových promìnný (lze ji vytlaèit smìrem dolù
ve stromì a¾ na listy)

Pøi pøevodu výrazu na tyto mno¾iny spojek mù¾eme vyu¾ít napøíklad tyto zákony (pøe-
pis mezi implikací a disjunkcí a konjunkcí, odstranìní ekvivalence, vytlaèení negace - De
Morganovy zákony):

A ^B , :(A! :B); A _B , :A! B;A$ B , (A! B) ^ (B ! A);:(A _B),
:A ^ :B;:(A ^B), :A _ :B;::A, A

Tyto zákony lze implementovat prùchodem typu Pre-order (nejprve se musí zmìnit spojka
na vy¹¹í úrovni a pak se mù¾e pokraèovat dále na ni¾¹í). Podívejme se pro pøíklad na
fragment algoritmu na pøevod na konjunkce a negace. Procedura Conjunction provede
rekurzivnì zmìny spojek a pøíslu¹né zmìny na negované formule dle ekvivalencí.
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procedure TEditForm.Conjunction;{konverze na konjukce a negace}
...

else if p^.character = '>' then
begin {implikaci zmìníme na konjunkci}

ChangeOper(p,pchar);p^.neg:=not(p^.neg);
{pozor nová konjukce je negovaná}
p^.right^.neg:=not(p^.right^.neg);
{pozor pravý podstrom je také negovaný}
...

end;
{ ( A > B ) = ~ ( A & ~ B ) }

end;
end;

A nyní pøíklad, jak lze nejprve formuli pøevést pouze na konjunkce, negace a pak na kon-
junkce, disjunkce a negace, kde negace budou jen na promìnných. Výchozí formule je
následující (vlastnì jde o známé pravidlo tranzitivity):

(((A>B)&(B>C))>(A>C))
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)
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A nyní výsledné pravidlo pøevedeme do negaèní normální formy.
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Nyní si oba pøevody je¹tì okomentujeme v in�xní formì:

(((A>B)&(B>C))>(A>C))
Implikace na konjunkci:~((A>B)&(B>C)&~(A>C))
Implikace na konjunkci:~(~(A&~B)&(B>C)&~(A>C))
Implikace na konjunkci:~(~(A&~B)&~(B&~C)&~(A>C))
Implikace na konjunkci:~(~(A&~B)&~(B&~C)&A&~C)
~(~(A&~B)&~(B&~C)&A&~C)

Conjunction to disjunction:~(~(A&~B)&~(B&~C)&A)|C
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Konjunkce na disjunkci:~(~(A&~B)&~(B&~C))|~A|C
Konjunkce na disjunkci:A&~B|B&~C|~A|C
A&~B|B&~C|~A|C

Nakonec se seznámíme s nejdùle¾itìj¹ím pojmem tzv. konjunktivní normální formy
výrazu. Ten nám také umo¾ní dokonce formálnì provìøovat dedukci [10].

Konjunktivní normální forma (KNF) výrazu se skládá z tzv. konjunktù spojených spoj-
kou konjunkce (koneèný poèet). Konjunkt je tvoøen z výrokových promìnných bez nebo
s negací spojených výhradnì spojkou disjunkce. Tento tvar tedy z hlediska stromu obsa-
huje smìrem od koøene dolù konjunkce a platí, ¾e od první disjunkce se u¾ smìrem dolù
vyskytují jen disjunkce nebo atomy s negací a bez.

Disjunktivní normální forma (DNF) výrazu je duální ke KNF a skládá se z tzv. dis-
junktù spojených spojkou disjunkce (koneèný poèet). Disjunkt je tvoøen z výrokových
promìnných bez nebo s negací spojených výhradnì spojkou konjunkce. Tento tvar tedy z
hlediska stromu obsahuje smìrem od koøene dolù disjunkce a platí, ¾e od první konjunkce
se u¾ smìrem dolù vyskytují jen konjunkce nebo atomy s negací a bez. Pøíkladem DNF je
vygenerovaná formule z minulého pøíkladu.

A&~B|B&~C|~A|C

KNF se pou¾ívá pøedev¹ím v oblasti automatizovaného dokazování pøi pou¾ití klau-
zulární rezoluèní metody a DNF se dá vyu¾ít pro zji¹tìní platnosti formule (zda je tau-
tologie) - DNF tautologie by po zjednodu¹ení mìla degradovat na 1 (pravdu). DNF je
navíc velmi expresivní, pokud chceme urèit, za jakých pravdivostních hodnot výchozích
promìnných je výraz pravdivý. Druhá stránka vìci je také pro praxi velice u¾iteèná, nebo»
jednoduchými pravidly lze DNF i KNF minimalizovat, co¾ mù¾e významnì zjednodu¹it
a zmen¹it formuli (samozøejmì men¹í formule, znamená mnohem ménì vyhodnocování
pøi výpoètu výrazu). Nejprve si projdìme pravidla pro pøepis do normálních forem po-
mocí ekvivalencí (existují samozøejmì i sémantické metody, kdy z tabulky mù¾eme vytvoøit
tzv. úplné normální formy). Ekvivalence, kromì ji¾ vý¹e pou¾itých pravidel, zahrnují pøe-
dev¹ím dvì pravidla, která umo¾òují zmìnit hierarchii negace mezi spojkami konjunkce a
disjunkce (jde o distributivní zákon), dále zákony absorpce, absorpce negace, idempotence
a komplementarita, a nakonec roz¹íøení.

A ^ (B _ C), (A ^B) _ (A ^ C); A _ (B ^ C), (A _B) ^ (A _ C),
A _ (A ^B), A;A ^ (A _B), A;A _ (:A ^B), A _B;:A _ (A ^B),

:A _B;A ^ (:A _B), A ^B;:A ^ (A _B), :A ^B,
A _ A, A;A ^ A, A;A _ :A, 1; A ^ :A, 0,

(A ^ :B) _ (A _B), A

Pozn. V automaticky vyhodnocených pøíkladech se pou¾ívá v algoritmech nìkdy pro jed-
nodu¹¹í manipulaci (napø. u zákona roz¹íøení) pøiøazení logických konstant za A a B, tak
aby výsledek po vyhodnocení odpovídal ekvivalenci.

Pøíklad:
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Mìjme formuli vyjadøující, ¾e existuje k implikaci i její obrácená implikace, pak lze odvodit
i ekvivalenci obou formulí, které jsou argumenty implikace.

(A>B)>((B>A)>(A=B))

Nejprve se podívejme, které operace musíme udìlat, abychom dospìli k DNF. Na této DNF
je vidìt, za jakých podmínek je platná. Obsahuje 4 disjunkty a mù¾eme z nich i vyèíst, pøi
jakých hodnotách dosazených za logické promìnné bude výraz pravdivý. Disjunkt 1 øíká,
¾e výraz platí, pokud A platí (tedy A = 1) a zároveò platí :B (tedy B = 0), disjunkt 2
- A = 0, B = 1, disjunkt 3 - A = 0; B = 0, disjunkt 4 - A = 1; B = 1. V tomto pøípadì
jednoduchou úvahou vidíme, ¾e v podstatì to jsou v¹echny mo¾nosti, jaké hodnoty mohou
být A a B dosazeny a tudí¾ formule je tautologie. Minimalizace nám v¹ak toto zajistí
algoritmicky.

(A>B)>((B>A)>(A=B))
Implikace na konjunkci:~((A>B)&~(B>A>(A=B)))
Konjunkce na disjunkci:~(A>B)|(B>A>(A=B))
Implikace na konjunkci:A&~B|(B>A>(A=B))
Implikace na konjunkci:A&~B|~((B>A)&~(A=B))
Konjunkce na disjunkci:A&~B|~(B>A)|(A=B)
Implikace na konjunkci:A&~B|B&~A|(A=B)
Ekvivalence na konjunkci:A&~B|B&~A|~(A&~B)&~(B&~A)
Konjunkce na disjunkci:A&~B|B&~A|(~A|B)&~(B&~A)
Konjunkce na disjunkci:A&~B|B&~A|(~A|B)&(~B|A)
Distribuce:A&~B|~A&B|~A&(~B|A)|B&(~B|A)
Distribuce:A&~B|~A&B|~B&~A|A&~A|B&(~B|A)
Komplementarita:A&~B|~A&B|~A&~B|0&~A|B&(~B|A)
Distribuce:A&~B|~A&B|~A&~B|0|~B&B|A&B
Komplementarita:A&~B|~A&B|~A&~B|0|0&B|A&B

DNF: A&~B|~A&B|~A&~B|A&B

Nebo výsti¾nìji pomocí stromu.
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Nyní mù¾eme zkusit aplikovat pravidla pro minimalizaci formule a dostaneme logic-
kou konstantu 1. Tudí¾ formule je opravdu logicky platná (tautologie - zákon). Takovou
podmínku bychom bez problému mohli zcela vynechat a pova¾ovat ji za v¾dy splnìnou.

A&~B|~A&B|~A&~B|A&B

Roz¹íøení:0&~B|~A&B|1&~B|A&B
Roz¹íøení:0&~B|0&B|1&~B|1&B
Roz¹íøení:0|1
Minimální DNF: 1

Pøíklad:

Na dal¹ím pøíkladì mù¾eme vidìt, jak drasticky se zjednodu¹í pomocí minimalizace formule
- tedy u¹etøíme mnoho potenciálních vyhodnocení. Mìjme následující formuli:

(~p>(q&~r))>(~q|r)

Nejprve ji po krocích pøevedeme na DNF.

Implikace na konjunkci:~((~p>q&~r)&~(~q|r))
Konjunkce na disjunkci:~(~p>q&~r)|~q|r
Implikace na konjunkci:~p&~(q&~r)|~q|r
Konjunkce na disjunkci:~p&(~q|r)|~q|r
Distribuce:~q&~p|r&~p|~q|r
DNF: ~p&~q|~p&r|~q|r

Minimalizací dostaneme pøekvapivì jednoduchou formuli a to pouze aplikací dvou absorpcí.

Absorpce:0&~q|~p&r|~q|r
Absorpce:0&~q|0&r|~q|r
Minimální DNF: ~q|r
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Posledním pou¾itím, které sice úzce nesouvisí s cílem na¹eho èlánku, je mo¾nost mi-
nimalizací DNF zji¹»ovat, zda závìr vyplývá z daných pøedpokladù (ji¾ bylo probíráno v
èlánku [10]). Uka¾me si to pouze na pøíkladu.

Pøíklad:

Nech» jsou daná tøi tvrzení - pøedpoklady:
1. Jan je uèitel.
2. Neplatí, ¾e Jan je uèitel a zároveò je bohatý.
3. Je-li Jan rockový zpìvák, pak je bohatý.
Chtìli bychom provìøit závìr - Z. Jan není rockový zpìvák.
Nejprve musíme zvolit logické promìnné.
u - Jan je uèitel.
b - Jan je bohatý.
z - Jan je rockový zpìvák.
Nyní musíme sestrojit výrazy pomocí spojek pro tvrzení 1., 2., 3. a spojit je v¹echny
konjunkcí (platí souèasnì), tuto konjunkci pak dáme jako první podvýraz implikace a
druhým bude závìr Z. (Implikace vyjadøuje, ¾e závìr vyplývá z pøedpokladu). Formuli
následnì pøevedeme na minimální DNF a vyjde-li 1, pak se jedná o správnou dedukci
(systém Bachelor toto pøímo umo¾òuje).

u&~(u&b)&(z>b)>~z

Implikace na konjunkci:~(u&~(u&b)&(z>b)&z)
Konjunkce na disjunkci:~(u&~(u&b)&(z>b))|~z
Konjunkce na disjunkci:~(u&~(u&b))|~(z>b)|~z
Konjunkce na disjunkci:~u|u&b|~(z>b)|~z
Implikace na konjunkci:~u|u&b|z&~b|~z
Absorpce negace:~u|b&1|~b&z|~z
Absorpce negace:~u|b&1|~b&1|~z
Roz¹íøení:~u|0|1|~z
Výraz je platný. {Dedukce je správná}

Druhý zajímavý pøíklad umo¾òuje pomocí DNF zjistit, kdy dává sada výrazù smysl - v
tomto pøípadì tak chceme odhalit viníka trestného èinu (pøedpokládáme, ¾e mluví pravdu).
Pøíklad:

Brown, Jones a Smith jsou podezøelí z podvodu. Svìdèili pod pøísahou takto:
1. Brown: Jones je vinen a Smith je nevinen.
2. Jones: Je-li vinen Brown, pak je vinen i Smith.
3. Smith: Já jsem nevinen, ale alespoò jeden ze zbývajících obvinìných je vinen.
Nejprve musíme zvolit logické promìnné.
u - Brown je vinen.
b - Jones je vinen.
z - Smith je vinen.
Nyní musíme sestrojit výrazy pomocí spojek pro tvrzení 1., 2., 3. a spojit je v¹echny
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konjunkcí (platí souèasnì). Výraz následnì pøevedeme na minimální DNF a disjunkty nám
uká¾í informace, kdy je konjunkce tvrzení pravdivá - dává smysl a také z nich pøímo
vyèteme, jaká musí vina a nevina jednotlivých obvinìných.

(J&~S)&(B>S)&(~S&(J|B))
Implikace na konjunkci:J&~S&~(B&~S)&~S&(J|B)
Konjunkce na disjunkci:J&~S&(~B|S)&~S&(J|B)
Distribuce:~B&J&~S&~S&(J|B)|S&J&~S&~S&(J|B)
Distribuce:J&J&~S&~S&~B|B&J&~S&~S&~B|S&J&~S&~S&(J|B)
Idempotence:~B&1&J&~S&~S|B&J&~S&~S&~B|S&J&~S&~S&(J|B)
Idempotence:~B&1&J&1&~S|B&J&~S&~S&~B|S&J&~S&~S&(J|B)
Komplementarita:~B&1&1&J&~S|0&~B&J&~S&~S|S&J&~S&~S&(J|B)
Idempotence:~B&1&1&J&~S|0&~B&J&1&~S|S&J&~S&~S&(J|B)
Distribuce:~B&J&~S|0|J&J&~S&~S&S|B&J&~S&~S&S
Idempotence:~B&J&~S|0|1&J&~S&~S&S|B&J&~S&~S&S
Idempotence:~B&J&~S|0|1&J&1&~S&S|B&J&~S&~S&S
Komplementarita:~B&J&~S|0|1&J&1&0&S|B&J&~S&~S&S
Idempotence:~B&J&~S|0|1&0&1&J&S|B&J&1&~S&S
Komplementarita:~B&J&~S|0|1&0&1&J&S|B&J&1&0&S
Formule je konzistentní.Její modely vyjadøuje DNF:
~B&J&~S {Tedy vinen je Jones a ostatní jsou nevinní.}

6 Pøekladaèe v¹eho druhu a závìr

Na pomìrnì rozsáhlém prostoru jsme si ukázali, jak lze zapisovat syntaxi jazyka (vý-
razù), analyzovat je, pøekládat do jiných forem a také vyhodnocovat. V¹e jsme doplnili
také hotovou aplikací a ukázkou kódù (jednak pro jednoduchý pøíklad zcela funkèní a jed-
nak fragmenty z kódu, který je souèástí odkazovaného balíèku). Chtìli jsme ukázat, ¾e
zdánlivì slo¾ité úkoly lze dìlat pøehlednì, ilustrativnì a hlavnì efektivnì z hlediska èasové
a prostorové slo¾itosti. Ná¹ èlánek má vlastnì dvì roviny - jednak jsme ukázali, ¾e teorie
formálních jazykù a automatù je nám blí¾ ne¾ bychom èekali. Úloha sestrojit jednodu-
chý analyzátor nebo pøekladaè bezkontextového jazyka mù¾e potkat ka¾dého informatika
- v¾dy» strukturované vstupy jsou souèástí mnoha informaèních systémù vèetnì rùzných
databázových aplikací. Lze to hezky ilustrovat na pøíkladu ze ¾ivota. Jeden ze studentù
autorù, který rozhodnì nebyl nad¹enec do teoretické informatiky nás asi rok po státnicích
potkal a uvedl, ¾e nejdùle¾itìj¹í znalostí, kterou vyu¾il z na¹í ¹koly v softwarové �rmì, ne-
byla ¾ádná moderní technologie, ale znalost tvorby analyzátorù bezkontextových jazykù!
Jeho úkolem bylo pøijímat na vstupu jistý strukturovaný vstup informací zaslaných podle
sí»ového protokolu a pøekládat jej do jiného formátu. Metoda rekurzivního sestupu není
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sice tou nejefektivnìj¹í (spí¹e se pou¾ívají pøímo automatizované nástroje na tvorbu kódu
analyzátoru), ale má výhodu v pøehlednosti, jednoduchosti, kód lze lehce upravit (pokud
bychom chtìli tøeba místo èíslic pou¾ívat v aritmetických výrazech nìjakou slo¾itìj¹í struk-
turu, není problém zmìnit pouze tuto malou èást gramatiky a kódu a zbytek se nezmìní)
a hlavnì si jej programujete zcela sami - tudí¾ máte nad kódem plnou kontrolu. Také
bylo u¾iteèné si pøipomenout práci se stromy a jejich výhody a rùzné zpùsoby procházení.
Druhá rovina èlánku je pak zajímavá z hlediska matematické logiky, nauèili jsme se vý-
raznì zjednodu¹ovat logické výrazy a navíc jsme vidìli, ¾e to není nijak algoritmicky slo¾ité.
Doufáme, ¾e tento exkurz do svìta pøekladaèù je pro ètenáøe pouèný nejen teoreticky, ale i
programátorsky. Tvorba slo¾itìj¹ích pøekladaèù samozøejmì obsahuje dal¹í dùle¾ité prvky,
které zde nezmiòujeme (napø. tabulky symbolù), ale vcelku netì¾¹í je právì získat vhodnou
reprezentaci hierarchicky strukturovaných kódù a stromy jsou k tomuto úèelu vynikající.
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