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Ve starsich ro¢nicich MFI jsme se mohli setkat s ¢lanky odhalujici zajimavy svét teore-
tické informatiky, ktery miize mnoha uciteliim i studentim informatiky, ale i profesionalim
- vyvojafim a programatorim, pripadat jako nutné zlo nebo zbytec¢na matematicka teorie
bez vyuziti. V téchto ¢lancich jsme se snazili na jednoduchych prikladech ukazat, ze jde o
zajimavou a potiebnou zakladnu informatiky, u které je spise problém ve stylech a meto-
dach vyuky, které ji mnohdy predurcuji k podobnému vidéni v ocich studujicich. Ukazali
jsme jednak logiku jako informatickou védu o automatizaci usuzovani [10], dale teorii vy-
c¢islitelnosti a slozitosti, ktera dava exaktni a univerzalni nastroje pro popis algoritmi a
zjistovani jejich efektivity [9] a také teorii formalnich jazyki [8]. Pravé k teorii formélnich
jazykt bychom se chtéli nyni vratit a ukézat priklad, ktery vice nez co jiného blizky praxi
informatika. Ukdzeme jej samoziejmé na zjednoduSeném modelu, ktery je ale principidlné
univerzalné pouzitelny. Chceme ukazat, jak jednoduchou tlohu ma informatik s dobrou
znalosti teoretické informatiky oproti informatikovi, ktery tyto znalosti nepouziva. Ve
samoziejmé ukazeme na programatorské arovni, véetné hotového kédu.

Uloha kterou pfindsime ma hodné spoleéného s typickou tlohou v informatické praxi
a tou je preklad resp. interpretace néjakého zdrojového kédu (programu) do jiného ja-
zyka (véetné optimalizaci vzniklého kédu). S timto se setkavame prakticky kazdodenné
(otazka je zda si to uvédomujeme). Samoziejmé nejprve informatika asi napadne tloha
typu - programuji feseni zadaného tikolu v néjakém programovacim jazyce (napt. Pascalu)
a pak pouziji prekladac, ktery mi vyrobi kéd v néjakém pocitacové pouzitelném forméatu
(tfeba exe soubor pro pocita¢ typu PC pod platformou MS-DOS). Nemusi vSak jit jen o
tento ”programatorsky” ptipad. Aniz si to mnohdy uvédomujeme, pokud prohlizime libo-
volnou webovou stranku, tak nas webovy prohlize¢ ziskava z daného URL koéd v jazyce
HTML. Ten by samoziejmé pro ¢lovéka asi nebyl na ¢teni to nejlepsi. Proto prohlize¢ musi
PRELOZIT a interpretovat tento kéd, tak aby byl pro ¢lovéka pifjemny. Jde o zobrazeni
riznych velikosti pisma, tabulek, obrazki, pozadi stranek atd. Jakkoliv to vypada naprosto
prirozené, pokud budeme zkoumat, jak funguji programy, které tuto ¢innost délaji, neni to
az tak trivialni ¢innost a souvisi neoddélitelné prave s teorii forméalnich jazykt. I zdanlivée
jednoduchd soucast tohoto procesu je bez dobré znalosti pojmil a postupt, které prinasi
teorie formalnich jazyka a automati, takika nefesitelny tukol.

Touto jednoduchou ulohou, se kterou se nyni dikladné sezndmime a ukazeme si jeji



(obecné pouzitelné) feSeni, je kontrola, preklad a optimalizované vyhodnoceni logického
vyrazu. Ulohu si samozfejmé pro nase ti¢ely vykladu algoritmii zjednodusime oproti klasic-
kym programovacim jazyktm, kde miizeme pouzivat i relacni operatory, ¢iselné proménné
(to ale nijak nesniZzuje obecnost principt, které se zde nauéime). Logickym vyrazem (nebo
cheete-li vyrokovymi formulemi) budeme myslet Fetézce s jednopismennymi identifikatory,
logickou konstantou 0 (pravda), 1 (nepravda), logickymi operatory (symboly uzivané v na-
sledujicich prikladech budou prvni v potradi uvedené - pouzivime symboly ASCII kédu do
127) ~ (negace - =), & (konjunkce - A), | (disjunkce - V), > (implikace - —), = (ekvivalence
- +») a pomocnym symbolem zavorek. Napt. =(AA B)V —(—AV —B) - je vyraz podle stan-
dardnich interpretaci logickych operatort zjevné vzdy pravdivy a tedy jeho opakovaného
vyhodnocovani je zbytec¢né mrhani strojovym casem.

Takovéto vyrazy jsou nedilnou kazdého vyssiho proceduralniho programovaciho jazyka
(feseni vSech problémt obvykle stavime na spravné formulovanych podminkéch, které lec-
kdy byvaji docela sloZité a mnohdy ani sdim programéator neodhali, Ze dand podminka bud
nemiize byt nikdy splnéna, nebo je splnéna vzdy, ¢i pripadné mize byt podstatné zjedno-
byvaji mnohdy vykonavany v cyklech a to tfeba mnoha milionkrat, je jisté vhodné, aby mo-
derni prekladace programovacich jazykt provedli pfi vyhodnoceni podminky, co nejméné
operaci - tedy prekladac by mél jisté odhalit napriklad skute¢nost v nasem prikladé - tedy,
ze 7(AAB)V-(=AV-B) je po formélnich apravach zjednodusitelné na 0 (logickou pravdu).

Uzivatelé prekladacii jazyka Pascal nebo C jisté dobie vi, Ze tyto piekladace vice ¢i méné
téchto optimalizaci provadéji. Ale jak tuto ¢innost realizuji? Samoziejmé, ze uvazujeme-li
jako lidé s inteligenci a schopnosti ¢ist text nejen linedrné (po znacich), pak v nasem mozku
probihaji pochody ptfimo na pocitaci realizovatelné velmi tézko. Na nasem vyrazu si ihned
uvédomime, v jakém poradi probiha vyhodnoceni jednotlivych operaci (tedy nejvyssi prio-
ritu maji logické proménné a zavorky, pak postupujeme ve vyhodnocovani podvyrazi podle
struktury formule a priorit operatori (tedy nejdiive negace, pak konjunkce, implikace a
nakonec ekvivalence). Bohuzel dnesni pocitace a klasické proceduralni programovaci ja-
zyky takovou inteligenci nedisponuji a uvédomme si napiiklad, Ze vyraz musime zadat jako
néjaky retézec znaki, ktery pak miizeme ¢ist po znacich. Je také dobré si uvédomit, ze aby
program (pfekladac), ktery bychom si radi udélali sami, mél pro praktickou praci smysl,
musi byt efektivni - mit dobrou ¢asovou slozitost. Urcité bychom nechtéli mit prekladac,
ktery Tetézec (coz v obecném piipadé mize byt program o desitkidch nebo stovkach tisic
znakil) prochézi opakované a stéle se vraci k tomu, co uz jednou piecetl (takovy algoritmus
byl predstaven jiz diive v MFI, i pfes jeho nespornou jednoduchost je vSak pro profesi-
onélni programy nepfijatelny). Sami si predstavte, Ze program v Pascalu vam prekladad
kompiluje hodiny, dny nebo meésice, aby nakonec oznamil, ze v ném mate na konci syn-
taktickou chybu. Takovy pristup by vas asi napadl, budete-li snazit vyhodnocovat vyraz
néjakych trivialnim algoritmem. Tedy postupné vyhodnocovat podvyrazy a stale znovu
prochazet Tetézec. To je vsak z hlediska optimality zcela nepfijatelné - my se prece snazime
usetrit kazdou operaci a tedy opakované prochéazeni je zcela proti tomuto cili. Budeme tedy
muset ziejmé zapojit néjaké "know-how” a v nasem pripadé to budou pravé prostiedky a
algoritmy, které nam dava teorie formalnich jazykd a prekladaci.



Tento text si samoziejmé necini ambice vas seznamit s celou teorii tvorby prekladaci
(ta obsahuje mnoho sofistikovanych postupti, jak efektivné prekladat sekvence piikazi,
slozité datové struktury atd.), ale spiSe se zaméiime na analytickou ¢ast piekladace a op-
timalizace ve vyrazech (logickych). K celému textu lze také velmi dobfe vyuZit jiz hotové
aplikace hlavniho autora [4]. Tento bali¢ek prinasi spustitelné aplikace (s ndzvem Bache-
lor) pro platformu MS-DOS, MS-Windows (32-bit), véetné zdrojovych kédi v jazyce Pascal
(Turbo Pascal 7.0 + Turbo Vision 2.0, resp. Object Pascal pod Borland Delphi), i ve verzi
v C++ (Borland C++ 3.1 s Turbo Vision). Balicek umoznuje zapisovat logické vyrazy
se stejnou syntaxi jakou jsme jiz popsali a provadét jejich prevod (kompilaci) do formy
syntaktického stromu [14], pFevod do funkéné tplnych mnozin spojek (napf. jen na negaci
a implikaci), pFevody na konjunktivni a disjunktivni normélni formy, jejich minimalizaci a
nakonec i rozhodnuti, zda formule neni kontradikei nebo tautologii [10]. To vSe je mozné
také sledovat po jednotlivych krocich i s komentafem, jaké logické ekvivalence (zakony)
jsme k tomu pouzili. VSe ilustruje obrazek 1, s otevienym souborem obsahujicim vystupy
forméalnich uprav provedenych aplikaci Bachelor. Pozn. Do aplikace WinBch95 byl doda-
te¢né dopracovan pro Ctenafe i vypis oznacené formule do formy syntaktického stromu
(textové) - DOS a Winl6-bit verze jiz nebudou déale rozsifovany ani opravovany.

Obrazek 1: Aplikace Bachelor pro formalni Gpravy ve vyrokové logice

Cely balicek 1ze ziskat na adrese: http://wwwl.osu.cz/home/habibal/publ/bachelor.

1 Definice jazyka logickych vyrazi pomoci gramatiky - Backusovy-Naurovy
formy

Aby byl schopen pocita¢ pracovat s logickym vyrazem (resp. s jakymkoliv jinym syn-
taktickym elementem v libovolném zdrojovém kédu) musime néjakym vhodnym formalnim
prostfedkem zapsat definici tohoto vyrazu. Tyto vyrazy vlastné tvori specificky jazyk a tedy
teoretickd informatika nam dava prostiedek ve formalnich gramatikach, o kterych jsme si
jiz v MFT mohli piecist ¢lanek (citace TFJA). Pro definice struktur programovacich jazyk
se velmi dobte hodi takzvana Backusova-Naurova forma. Je podobnda bezkontextovym gra-
matikdm (m4 terminalni symboly, neterminalni symboly, pravidla pro piepis neterminali),
ale navic zjednodusuje zépis obvyklych technik jako je opakovéani né&jakého fetézce (t¥eba
pri¢itani podvyrazi v aritmetickych vyrazech se mize délat opakované - u bezkontextovych
gramatik bychom toto museli fesit krkolomné pomoci jakési "rekurze”). Bezkontextova gra-
matika (BKG) je jednim z velmi vhodnych zpiisobu zapisu syntaxe jazykd. Syntaxi zde
rozumime jejich jazykovou strukturu. Umoznuje totiz vyjadrit vétsinu technik, které napii-
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klad u programovacich jazyki pouzivame. Jde o alternativu nékolika moznosti, opakovani
stejného jazykového vyrazu a hlavné vnorovani celych rozvétvenych struktur mezi sebou.
Posledni zminovana technika je pravé onou technikou, kterou neumime vyjadrit pomoci
jazykt regularnich, ale teprve pomoci bezkontextovych jazyki. Zkusme si predstavit velmi
omezenou c¢ast néjakého programovaciho jazyka - napfiiklad strukturu aritmetického vy-
razu. Principidlné je vétSina jinych struktur velmi podobnych (nap¥. sekvence piikazi je
analogickd opakovanému s¢itani podvyrazi!).

Priklad:

Sestrojme BKG pro jazyk sloZzeny z aritmetickych vyrazi s operandem x, operacemi +,*
a umoznujici vnorovat dalsi podvyrazy stejného typu pomoci symbolt zévorek (,). Kupii-
kladu se mize jednat o vyraz: x * (z + x + x)

Gramatiku sestrojime hierarchicky - tedy aby byla rozliSena priorita operatori a vy-
uzijeme "rekurzivni” vlastnosti prepisu netermindlu, abychom docilili moznosti generovat
opakované sc¢itani a nasobeni.

G=(S,AB,x,x+,(,),S,P)

P:S ="' A+ S5 S —? A (opakovany prepis na S nam umoZni generovat libovolné
mnoho s¢itani struktury A)

A =3 Bx AJA —* B (opakovany p¥epis na A ndm umozni generovat libovolné mnoho
nasobeni struktury B)

B —° (9), B =5 x (rekurzivnim pfepisem na S miizeme vnofit libovolné mnoho podvyrazi
zeela stejné struktury jako vyraz sdm do zavorek anebo ukonéit generovani operandem x )
(Pozn.: index u symbolu urcuje pomocné &islo pravidla)

V této gramatice pak 1ze snadno generovat napiiklad vyse uvedeny vyraz x(z+z+x):

S=2A=3BxA=3bvx A=z« B=Sax(S) =2 ax(A+9)=tax(B+9) =
vx(z+S) = zx(z+A+9) = ax(z+B+S) = wx(w+z+95) =% zx(z+ax+A) =4
r*(z+z+B)=Prx(z+x+1)

(Pozn.: index u symbolu = ur¢uje pomocné ¢islo pravidla)

Dalsim prehlednym a hlavné v praxi jesté vice vyuzivanym zplsobem zapisu syntaxe
jazyka je takzvana Backusova-Naurova forma (BNF). Jde o zapis podobny bezkontextové
gramatice, ale pritom blizsi spiSe programatoriim, resp. praxi.

BNF obsahuje podobné jako BKG netermindly, které se uvadéji do thlovych zavorek
a prepisuji skrze symbol := na fetézce terminalnich a neterminalnich symboli. Jde tedy o
pravidla tvaru:

(X)i=a1...q,

Pro prehlednéjsi zapis je vSak jesté lepsi modifikace BNF zvand EBNF (Extended BNF)
- roz§itend BNF, ktera zjednodusuje zapis opakované pouzivanych, pfip. podminéné vy-
skytujicich se vyrazi. Umoznuje nasledujici zapisy:

{a} - znamend, 7e vyraz se vyskytuje v libovolném poctu (ekvivalent operace iterace)
{a},™ - znamend, 7e vyraz se vyskytuje v po¢tu nejméné n a nejvyse m (ekvivalent operace
mocniny od n do m)

[a] - znamend, Ze vyraz se miZe a nemusi na daném misté vyskytnout - je to ekvivalentni
zapisu {a},'



Priklad:
Gramatika z predchoziho ptikladu by v BNF mohla byt zapsana napiiklad takto:

(aritmetickyvyraz—+) = (aritmetickyvyraz=){+{aritmetickyvyrazx)}
{aritmetickyvyrazx) ::= (operand/podvyraz){*{operand/podvyraz)}
{operand/podvyraz) == ({aritmetickyvyraz+))|z

BNF umoznuje pfehledny zapis a navic i jednoduchy piechod k nékterym typum SA, S
pomoci BNF je zapsana napiiklad celd gramatika jazyka Pascal v u¢ebnici [13]. Piikladem
muze byt deklarace podminéného prikazu:

(podminenyprikaz) ::= i f(booleovskyvyraz)then(prikaz)lelse{prikaz)]

Pro definici naseho logického vyrazu pouzijeme nasledujici gramatiku:

(Bxpl) = (Exp2){= (Exp2)}

(Exp2) == (Exp3){> (Exp3)}

(Ezp3) u= (Eapd){|[(Expd)}

(Expd) = (ICEV{&(ICE)}

(ICE) =~ (ICEN((BExp)|0|1]|A]...|Z]a]...|2

Vyznam symboli:

0 - nepravda , 1 - pravda , A ...7Z, a ...z - atomy (logické proménné), ~ - negace , =
- ekvivalence , > - implikace , | - disjunkce , & - konjunkce

2 Metoda rekurzivniho sestupu pro syntaktickou analyzu

Prvnim dilezitym tkolem pii pirekladu z néjakého zdrojového jazyka do cilového je
predevsim syntakticka analyza - tedy kontrola, zda je text ve zdrojovém jazyce spravné za-
psan. V nejjednodussim piipadé pouhé kontroly typu ANO/NE (program je spravné/neni
spravné syntakticky zapsan) se jedna o takzvanou syntaktickou analyzu (dale budeme zkra-
covat SA). V anglicky psanych zdrojich se setkite spise s jednoslovnym oznafenim ”par-
sing”. O daném postupu - algoritmu jak tuto SA provést, pak hovotrime jako syntaktickém
analyzatoru (anglicky ”parser”).

Velice oblibenou, jednoduchou a piehlednou metodou vedouci ptimo k hotovému a
dobte citelnému analyzatoru v libovolném strukturovaném programovacim jazyce je me-
toda rekurzivniho sestupu (Recursive Descent Parsing) [2]. Metoda je zalozena na principu
analyzy ”shora doli”, tedy se snazime hledat odvozeni slova podle dané gramatiky od
pocatecniho neterminalu v hierarchii smérem ”dold”.



Metoda rekurzivniho sestupu spociva v konstrukci procedur strukturovaného progra-
movaciho jazyka presné dle Backusovy-Naurovy formy (BNF), kde je kazdému neterminalu
piifazena jedna procedura a je volana procedura GetChar (nac¢itajici vzdy nésledujici sym-
bol slova) pfed kazdym termindlem. Vyskyt netermindlu v pravidle je v procedufe nahrazen
rekurzivné volanim prislusné procedury. Iterace a podminka v Backus-Naurové formé je na-
hrazena jednoduse jejich programatorskymi protéjsky. Vyzaduje se, aby jazyk byl definovan
tzv. LL(k) gramatikou (detailni podminky v [7], pro ucely tohoto ¢lanku budou takovéto
gramatiky vytvoreny). Z hlediska ¢asové slozitosti (obecné) jde opét o obecné neefektivni
metodu s exponencidlni ¢asovou slozitosti, nicméné pro jednoduché gramatiky z praxe je
pouzitelnd a zejména je jeji vyhodnou vysokd citelnost kédu ve vztahu k vychozi grama-
tice. Navic existuje modifikace tzv. packrat parser, kterd pro omezenou tiidu takzvanych
parsing expression grammars pracuje v linearni ¢ase. Také je tento postup flexibilni, pro-
toze umoznuje kdykoliv zménit a pridat syntakticky element bez nutnosti ménit cely kod,
ale pouze dotcenou ¢ast gramatiky (napiiklad zmeéna struktury ¢islo z celého ¢isla na re-
alné znamend pouze zménu procedury reprezentujici tento element). Podivejme se nyni na
priklad gramatiky pro generovani aritmetickych vyrazl se s¢itdnim, nasobenim, cislicemi
a vnorenymi zavorkovanymi strukturami. Vyhodnocovani takového vyrazu strojové je pak
velmi jednoduché pomoci tzv. postfixové notace (reverzni polskd notace), kde vzdy plati,
ze operatory se vyskytuji az za jeho operandy. Pro vyhodnoceni takové notace ndm postaci
jen datova struktura typu zasobnik a nijak to neovlivni linedrni ¢asovou slozitost celého
procesu vcetné syntaktické analyzy.

Priklad:

Nejprve sestrojme mirné modifikovanou gramatiku (oproti piikladu z minulé kapitoly) v
Backusové-Naurové formé:

(Vyraz) == (Term){+(Term)}
(Term) ::= (Faktor){x(Faktor)}
(Faktor) == ((Vyraz))|0|1/2]|9

Nyni se schématicky pokusime ukazat (nejde o zcela hotovy kéd, ale o jeho fragmenty
po ¢astech, které byly dohromady tspésné testovany), jak bychom sestrojili SA metodou
rekurzivniho sestupu pro tuto gramatiku v jazyce Pascal. Tento kéd, pak umoziuje nejen
SA, ale i detekci moznych chyb. Nejprve sestrojime proceduru, ktera zapouzdiuje celou
¢innost SA. Jeji hlavicka mize vypadat naptiklad takto:

program Preklad;

var ch:char; {aktualni zpracovavany znak}
infixProg, postfixProg:string; {globalni prom. unitu pro uchovani vyrazu}
errProg, posProg, infixpos:word; {globalni prom. cisla chyby}

procedure SyntaktickaAnalyza(infix:string;var err,pos:word; var postfix:string);



{procedura analyzuje aritmeticky vjraz infix, postfix obsahuje
postfixovou notaci vhodnou pro vyhodnoceni zasobnikem
err obsahuje &islo chyby, pos obsahuje pozici ,kde analjza skon&ila}

procedure Term;forward;
procedure Faktor;forward;

Pouzivaji se proménné infixpos (pozice aktualné ¢teného znaku ze vstupu), ch (aktuélni
znak). Analyzator déle obsahuje nezbytny lexikalni analyzator pro nacitani jednotlivych
symbolt (v nasem zjednoduseném piipadé jde o jednoznakové symboly). Lexikalni analyza
je realizovana procedurou GetChar, ktera uklada znak do proménné ch a p¥ipadné provede
detekci chybové situace err=2, pokud nacteme zcela nepiipustny znak. V ramci SA je pak
otazka jen pridat nékolik vhodné umisténych prifazeni do vystupni proménné postfix, kde je
prelozeny vyraz do postfixové notace, kterou lze velmi jednoduse algoritmicky vyhodnotit.

procedure Getchar; {¢te znak z infixu do prom&nné ch}
begin
if err=0 then
begin

Inc(infixpos);
if infixpos<=Length(infix) then ch:=infix[infixpos] else ch:=#0;
ch:=Upcase(ch);
if not((ch in [’0’..°9°1)or(ch in [’ (’,?)’,’*’,’+’ #0])) then err:=2;
{oSetfeni nezadoucich znakd}
end;
end;

Jadrem analyzatoru jsou jednotlivé rekurzivni procedury Vyraz (s¢itani), Term (né-
sobeni), Faktor (Cislice, vnofeny zavorkovany vyraz). Vyraz pfesné podle BNF bud vola
podiizeny Faktor nebo ¢te terminalni symboly

procedure Vyraz; {vyraz s niZzsi prioritou}
begin
if err=0 then
begin
Term;
while (ch=’+’) do
begin
Getchar; {s¢itani}
Term;
postfix := postfix + ’+’;
end;
end;



end;

procedure Term; {vyraz s vyssi prioritou}
begin
if err=0 then
begin
Faktor;
while (ch=’%’) do
begin
Getchar; {nasobeni}
Faktor;
postfix := postfix + ’*’;
end;
end;
end;

A dale musime sestrojit proceduru pro Faktor, kterd bude mit vzhledem k jinému
charakteru prepisovaného fetézce i jiny kdd.

procedure Faktor; {synt. analyza operandu}
begin
if err=0 then
begin
case ch of
’07..°97:
begin
postfix:=postfix+ch; {anal. &islic}
Getchar;
end;
’(? :begin
Getchar;

{analyza vyrazu se zavorkou}
Vyraz;
if (ch<>’)’)and(err=0) then err:=4  {chyba- neni ukonen zavorkou}
else if err=0 then

begin
Getchar;
end;
end;
else if err=0 then err:=5; {nebyl detekovan ani vyraz,ani &islice}
end;
end;
end;



Faktor tedy rozlisuje dvé situace - bud jde o ¢islici nebo jde o vyraz zacinajici zavorkou
a ukonceny opa¢nou zavorkou. Logicky tedy mizeme odhalit dalsi dvé chyby (err=4, kdyz
chybi zévorka, err=5, kdyZ neni detekovan ani vyraz ani ¢islice). Postfixovd notace se
generuje postupné - kazda cislice se vlozi okamzité po nacteni, znak operatoru se prida,
az po zpracovani podstromu. Pozn. Nebyl by problém se zcela vyhnout tvorbé postfixu
a stejnym rekurzivnim principem piimo vy¢islovat postupné hodnotu vyrazu (procedury
Faktor, Term a Vyraz by pak mély navratovou hodnotu rovnou vysledku po aplikaci vSech
operaci na dané tirovni podvyrazu).

Pozn. Samoziejmé, ze chybové detekce by mohly odhalit jesté dalsi problematické kon-
strukce - napt. skonceni nejvyssiho volani procedury Vyraz pred piectenim posledniho
znaku apod. Vlastni télo procedury pro SA, pak provede volani poc¢ateéniho neterminalu a
odhali nékteré chyby dodate¢né po precteni vyrazu napft. Ze sice skoncila nejvyssi procedura
Vyraz, ale jesté ve vstupu jsou néjaké znaky.

begin
err:=0; {inicializace prom.}
infixpos:=0;
postfix:=’’;
Getchar;
Vyraz; {zavolani syntakticke analyzy vyrazu}
if (ch=’)’) and (err<>5) then
begin
err:.=6;
pos:=0;
end; {osetreni prebytecne prave zavorky}
if (ch<>#0) and (err=0) then err:=1; {osetreni konce kompilace-neni konec
infixu}
pos:=infixpos; {nastaveni navratovych hodnot}
end;

Nakonec miizeme v hlavnim programu tuto proceduru pouzit.

begin
infixProg := ’5+3%2’;
SyntaktickaAnalyza(infixProg, errProg, posProg, postfixProg);
Writeln(’Doslo k chybe:’, errProg);
if err<>0 then exit;
Writeln(’Postfixova notace:’, postfixProg);
readln;
end;

Ilustrujme nyni pribéh vypoctu procedury Vyraz na vyrazu 5 + 3 * 2.
Rozeberme nyni jadro vyhodnoceni vyrazu v infixni formé. Toto jadro provadi kompilaci
aritmetického vyrazu v infixové (tedy ptirozené) notaci do notace postfixové. Ta je vhodna
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Obrazek 2: Pribéh rekurzivniho sestupu

pro zpracovani pomoci poc¢itace napr. vyhodnoceni pomoci zasobniku. Aritmeticky vyraz
v infixové (pfirozené) notaci 5 + 3 * 2 lze pomoci této procedury preloZit na vyraz v
postfixové notaci 5 3 2 * +. Ta je konstruovana tak, 7e misto tvaru, kde je operdtor mezi
operandy, ma operator az za obéma operandy.

Tento vyraz lze pak pomoci zadsobniku vyhodnotit tak, ze ¢teme jednotlivé symboly a
provadime s nimi tyto dvé operace:

1. Je-li ¢teny symbol operandem, pak uloz operand na zasobnik.

2. Je-li ¢teny symbol operatorem, pak vyber ze zasobniku poslednich n operandit (kde n
je arita operatoru; napf. pro + je n = 2). Proved operaci dle operatoru s vybranymi
operandy a vysledek uloz na zasobnik.

Pro vyraz 5 + 3 * 2 vezméme jeho postfixovou notaci 5 3 2 * + a vyhodnotme jej s
pomoci zasobniku.

Obrazek 3: Pribéh rekurzivniho sestupu

Obsah zasobniku po pfecteni slova je roven hodnoté vyrazu. Postup by samoziejmé bylo

vvvvvv

zasobniku.

3 Grafova (stromova) reprezentace logickych vyrazi

Jak jsme jiz pochopili v predchozi kapitole, neni zapis v klasickém infixnim formétu pro
pocitac¢ prili§ vyhodny, i kdyz my lidé jsme na néj zvykli a umime s nim diky vyuce matema-
tiky dobte pracovat. To plati o vyrazech i strukturovanych kédech vseho druhu - programy,
texty, aritmetické a logické vyrazy. Ukézali jsme si zplisob, jak lze jednoduSe vytvorit ji-
nou notaci (v podstaté jde jen o potadi operatort a operandi), kterou uz pocita¢ dokaze
relativné lehce zpracovat (s pomoci zasobniku). Existuje vSak mnohem univerzalngjsi a
pro algoritmizaci slozitych procesti velmi vhodnd metoda a to je reprezentace pomoci syn-
taktickych stromi. Syntakticky strom je v podstaté orientovanym grafem s ohodnocenymi
uzly neobsahujicim cykly a u kterého, 1ze ur¢it kofen stromu (jakysi nejvyssi prvek). Kazdy
uzel, pak miize mit své potomky k nimz vedou hrany a ty uzly, které potomky nemaji se
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nazyvaji listy stromu (graf tedy opravdu pfipomind Zivy strom). Pro jednoduchost budeme
stromy reprezentovat textové - jde o vystupy z jiz zminovaného dopliku vytvoreného pro
Ctendfe v ramei aplikace Bachelor [4]. Ov8em pozor, tento doplnék je obsazen v nabidce
Formula, Tree jen ve verzi pro Windows 32-bit, tedy WinBch95.exe.

Priklad:
Méjme logickou formuli - u&™ (u&b) & (z>b) >~ z.

> Tento strom vystizné a hlavné pro pocitac¢ dostatecné jednoduse posti-

_/\ huje celou hierarchii formule. V kofeni stromu je spojka implikace, coz

& ~ by potita¢ z infixni formy urcoval velmi slozité (zavorky, priority ope-

___/\ \ ratort), zatimco pracuje-li se stromem, vSe je z hierarchické struktury

& >  z stromu jasné. Implikace méa jako podstromy (spojené znaky / a \ a po-

/ \ / \ mocnymi znaky _) konjunkeci slozené formule a negace atomu z. Strom

u” zDb vibec nemusi obsahovat zavorky, nebot priorita operatoru je obsazena

\ uz v samotném stromu a neni diivod ji narusovat néjakym specidlnim

& symbolem jako jsou zavorky. Algoritmy pro manipulace, zmény a vypisy

/ \ stromu mohou byt navic velmi chytie popsany rekurzivnimi algoritmy,
ub které jsou pak velmi jednoduché (kratké).

Napriklad pokud bychom znali hodnoty logickych proménnych u, z a b, pak spocteni
hodnoty vyrazu se da popsat jednoduchym rekurzivnim pravidlem P:

1. Pokud je uzel listem vrat hodnotu proménné,

2. Pokud uzel neni listem, spocitej hodnoty vSech potomki uzlu pravidlem P a pak tyto
hodnoty zpracuj operaci, kterd je obsazena v uzlu, a vrat vysledek (negaci logické
konstanty spoc¢itej piimo).

Podivejme se na to ilustrativné na samotném stromu. Vezméme stejny strom, pouze
dosadme hodnoty proménnych do listd v = 1,z = 0,b = 0.

|
|
~
[
|
|
~
[
|
|
~
2~
~
-
- N
I
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4 Konstrukce stromu

Vidéli jsme, Ze prace se stromem je pro pocita¢ velmi prijemna a dé& se formulovat
déle). Otazkou zistava, jak s pomoci jiz zndmého rekurzivniho sestupu a postfixového zpi-
sobu zapisu vyrazu sestrojit syntakticky strom. Principidlné to neni ptilis slozité, pouze
technické zpracovani vyzaduje dovednosti pfi programovani dynamickych datovych struk-
tur a praci s ukazateli. Vyuzijeme stejného algoritmu se zasobnikem, jakym bychom vy-
hodnocovali aritmeticky vyraz, pouze zménime vykonavané akce. Misto vlozeni ¢islice do
zasobniku vytvorime dynamickou proménnou typu zdznam, kterou vlozime do zasobniku.
Tento zaznam reprezentuje list stromu. Pokud v néjakém misté programu bychom podle
starého postupu vkladali operator, pak namisto toho vytvorime opét dynamicky zaznam.
Ten obsahuje odkaz na své nejvyse dva potomky (podvyrazy spojené logickou spojkou) -
témito odkazy ukazeme na posledni dva prvky v zasobniku, které predtim vybereme. Misto
nich pak vlozime hotovy zaznam se symbolem daného operatoru. Na konci budeme mit ze
spravné utvoreného logického vyrazu mit provazany syntakticky strom a jeho kotfen bude k
disporzici na vrcholu zasobniku. Nésledujici fragment kédu aplikace Bachelor ukazuje, jak
vypada datova struktura pro ulozeni jednoho uzlu stromu TSTreeNode a ddle jak vypada
zapouzdfovaci zaznam pro doc¢asné ulozeni do zasobniku (jakysi ”obal”, ktery pot¥ebujeme
pro uchovani v zasobnikové paméti).

type

PSTreeNode="TSTreeNode; {uzel stromu}
TSTreeNode=record

character:char; {symbol : logicka spojka,
promé&nni nebo logickad konstanta}

prior:byte; {priorita symbolu - potfebujeme ji pouze

ke zp&tnému vypisu do infixni podoby - tvorba zavorek}
neg:boolean; {priznak zda je uzel negovan

- nevytvarime zbyte&né v programu dal3i vé&tev}
left:PSTreelNode; {ukazatel na levy podstrom (podvjraz) - potomkal}
right:PSTreeNode; {ukazatel na pravy podstrom (podvyraz) - potomka}
end;

PSStackNode="TSStackNode; {obal pro uchovéni v zasobniku}

TSStackNode=record {b&hem pfekladu do stromu}
node:PSTreelNode; {ukazatel na vloZenjy uzel}
next:PSStackNode; {ukazatel na nasledujici obal v zasobniku}

end;

Princip tvorby stromu béhem rekurzivniho sestupu si ukazeme na fragmentech analyza-
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toru. Popsat cely analyzator by zabralo mnoho stran a principialné nejde o odlisny pripad,
jaky jsme jiz predvedli na aritmetickém vyrazu. Ctendf ma navic moznost se podivat do
zdrojovych kédt aplikace Bachelor [4]. Ke v8em neterminaltim jsou v souladu s definici
BNF naseho jazyka sestrojeny procedury rekurzivniho sestupu.

procedure Exp3;
begin
if Error=0K then
begin
Exp4;
while (ch=’|’)and(error=0K) do
begin
Getchar;
Exp4;

if error=0K then Action(’|’,3);

end;
end;
end;

procedure ICE;
begin
if error=0K then
begin
case ch of
’77 :begin
Getchar;
ICE;
VPSStack”™.node”.neg:=not (VPSStack”.node".neg) ;
end;
Ya’ ..’z A 27,000,710
begin
Put(ch,6);
Getchar;
end;
’(’ :begin
Getchar;
Expl;
if (ch<>’)’)and(error=0K) then Error:=missbra;
Getchar;
end
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else Error:=missexp;
end;

end;

end;

Vidime, ze vlozeni listu do zasobniku nam realizuje procedura Put, ktera vytvori dany
uzel a jeho obal s prislusnym znakem a prioritou. Pokud nam pfijde znak negace, zménime
u posledniho vlozeného atomu negaci na opa¢nou (teoreticky mize obsahovat libovolné
mnozstvi negaci za sebou). V programu je definovino mnoho chyb, které mize vyraz ob-
sahovat - zde napiiklad chyba missexp vyjadiuje chybéjici podvyraz a missexp chybéjici
uzaviraci parovou zavorku. Navazani vytvoreni a navazani potomki uzlu, ktery neni list
(operétor), nam zajisti procedura Action.

procedure Put(var chp:char;pr:byte); {vytvoreni a vloZeni atomu}
begin
new(pom); {alokace nového dynamického zaznamu - obalu}
pom” .next:=VPSStack; {pivodni vrchol zasobniku musime navizat na novy}
VPSStack:=pom; {novy obal je prvni v zasobniku - vrchol}
new(pom~.node) ; {v obalu vytvofime uzel stromu}
VPSStack™.node”.character:=chp; {uzel ma poZzadovany znak}
pom”~.node”.left:=nil;
pom”.node”.right:=nil; {levy i pravy podstrom atom - prom&nna
nebo konstanta - nemd! tedy ukazuje na nil}

pom~.node” .prior:=pr; {nastavime prioritu podle poZadavku}
pom”.node” .neg:=false; {prvotni vytvofeni ned&ld negaci}

end;

procedure Action(chr:char;pr:byte); {vloZz operator do z&sobniku}

begin
Put(chr,pr); {vloz do z&sobniku novy obal s uzlem

o poZadovaném znaku operace a priorité&}
pom:=Cut; {vyber operdtor ze zasobniku - budeme s nim pracovat}
pom”.node”.right:=VPSStack”.node; {navaz prvni uzel na zdsobniku
jako pravy podstrom - pozor v zdsobniku je pofadi obracené}
garbage:=Cut; {vyber tento uzel ze zasobniku a zni¢ jeho oball}
dispose(garbage) ;
pom”.node”.left:=VPSStack”.node; {navaz nyni prvni uzel
na zésobniku jako levy podstrom}
garbage:=Cut; {Vyjmi jej ze zasobniku}
dispose(garbage); {zni¢ obal}
SInsert(pom); {vloZz obal a uzel operdtoru do zasobniku}
end;
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5 Optimalizace vyrazu, logické ekvivalence a normalni formy

Vytvoreny syntakticky strom ndm dava moznost pracovat algoritmicky se strukturou
formule. Strom muzeme prochézet principidlné riiznymi zpisoby podle toho, co je cilem
algoritmu. Existuji 4 zdkladni moznosti priichodu pre-order, in-order, post-order a level-
order. Anglické slovicko ”"order” jasné 1ika, co se mysli priichodem - jde o poradi v jakém
pracuje s uzly. Na nasledujicich schématech 1ze pozorovat v jakém poradi budou danou
metodou zpracovany uzly (¢islo je poradi). Pravidlo se vzdy aplikuje rekurzivné (s mir-
nou vyjimkou u Level-order) - tedy pouzivd samo sebe na potomky uzlu. Na uzel apliku-
jeme vybranou operaci (tfeba vypis znaku uzlu). Trochu vyjimeéna je procedura prichodu
Level-order, kde musime implementovat frontu s jeSté nezpracovanymi uzly a ty postupné
obsluhovat.

1 Pre-order 7 Post-order
_/ \_ - operace s uzlem _/ \_ - Post-order na levy uzel
2 5 - Pre-order na levy uzel 3 6 - Post-order na pravy uzel
/' \ / \ - Pre-order na pravy uzel / \ / \ - operace s uzlem
3 46 7 1 2 4 5
4 In-order
_/ \_ - Inorder na levy uzel
2 6 - operace s uzlem
/' \ / \ - In-order na pravy uzel
1 35 7
1 - droveih 0 Level-order
-/ \_ - operace s uzlem (n-Giroven)
2 3 - droved 1 - vygeneruj uzly nizsi n + 1 Grovné a dej do fronty
/N 7\ Zacni od Grovné 0 - kofene stromu

4 56 7 - aroveh 2 Aplikuj iterativné na vSechny uzly ve fronté Level-order
Vyuziti riznych zptsobu priichodu se da ilustrovat na nasledujicich ptikladech:

e Vypis vyrazu do infixni formy - pouzijeme In-order, protoze chceme mit vzdy binarni
spojky v poradi operand operator operand.

e Vyhodnoceni vyrazu - pouzijeme Post-order, nebot vyraz se vyhodnocuje "zdola”,
tj. nez zacneme vyhodnocovat spojku, musime oba podvyrazy jiz mit vycislené

e Odstranéni negace smérem na proménné - pouzijeme Pre-order, jednd se o Casto
provadénou operaci v logice, chceme aby negace byla jen u logickych proménnych,
musime tedy negaci postupné shora od korene tlacit smérem dolit pomoci logickych
zékont jako jsou De-Morganovy zakony, napt. (A A B) < (A V —B).
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Podivejme se blize na algoritmus pro vypis formule v infixnim tvaru ¢itelném pro uziva-
tele. Rekurzivni procedura typu In-order Dive provede zejména volani sama sebe pro levy
podstrom pro logickou spojku, pak se vidy vypise znak atomu a nakonec se zavolad Dive
pro pravy podstrom u spojky. Samoziejmé je tieba vyfesit zavorkovani (infixni forma, na
kterou jsou lidé zvykli, se bez zavorek neobejde narozdil od postfixu a stromu). Detaily
jsou popsany v komentarich zdrojového kodu.

procedure TEditForm.Dive; {vypisuje rekurzivn& formuli v infixnim tvaru}
begin
if (node”.neg=true) then
begin {pokud je uzel negovdn musime vloZit znak negacel}
InsertString(’~’);
if node” .prior<>6 then
{ale pokud to neni atom jsou nutné zavorky}
begin InsertString(’(’); end;
end;
if (node”.prior <> 6) then
{neni-1i atom budeme vypisovat
levy podstrom}
if (node”.prior>node”.left”.prior)and(not(node”.left”.neg)) then
{pokud ma operator levého podvyrazu nizZi prioritu musime
vlozit zavorku, jinak by se provedl nejprve uzel, ktery pravé feiimel}

begin
InsertString(’ (°);

{vold se Dive pro levy podstrom}
Dive(node~.left); InsertString(’)’);
end else Dive(node~.left); {volani bez zavorek}
InsertString(node”.character); {vloZzime znak spojky uzlu}
if (node”.prior <> 6) then {neni-1i atom vypiSeme pravy podstrom}
if ((node”.prior>node”.right”.prior)or((node”.prior=2)
and(node”.right~.prior=2)))and(not(node”.right”.neg)) then

{pokud ma operator pravého podvyrazu niz§i prioritu musime vloZit zavorku, jinak
by se provedl nejprve uzel, ktery pravé refime Pozor! Pro pravy podstrom je treba

zdvorka, pokud je uzel i jeho pravy podvjraz implikace - neni asociativni}

begin
InsertString(’ (°);

{vola se Dive pro pravy podstrom}
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Dive(node”.right); InsertString(’)’);
end
else Dive(node~”.right); {volani bez zavorek}
if (node”.prior<>6)and(node”.neg=true) then
begin
InsertString(’)’) ;{ukonleni zavorky pro polatelni negacil}
end;
end;

Ve vyuce se logika na SS vét§inou vyucuje jen v rdmci matematiky a to zpfisobem,
ktery odpovidd jejimu vyuziti v matematice - tedy predev§im jako formalni aparat pro
vyjadifovani matematickych vztahti. Vétsinou se spokojime s vyukou sémantiky logickych
spojek, pripadné s pojmem tautologie, ale existuji také jednoduché a cisté formalni metody
na zjednodusovani formuli a pripadné i urcovani platnosti, splnitelnosti a ovéfovani sprav-
nosti dedukce. Diilezité je, ze dana pravidla jsou pomérné jednoduché a pracuji vylucné se
syntaxi formule, kterou nyni mame zapsanu velmi vhodné formou stromu. Formélni pravi-
dla zname i z jinych oblasti, naptiklad z teorie mnozin, kde tifeba zname a casto pouzivame
vztah mezi dvémi mnozinami a operacemi rozdilu a priniku:

A-B=ANB
Podobné lze upravovat nejen vyrazy s rovnicemi, ale i logické vyrazy. Nejprve se podivejme
na vyhodnoceni logickych konstant.
Vyhodnoceni logickych konstant

Pro vyhodnoceni logickych konstant mtze vyuzit nasledujici zakony (ekvivalence):

ANB& BANAJAVBS BVA/ A B& B+ A
V1,71 0,ANS0L,ANTS AAVIS AAVIS 1L A0S A A1 A
A—=11, A0 -"A41-0A A0 A1

Tyto ekvivalence muze zcela prirozené naimplementovat do systému, ktery pracuje se
syntaktickym stromem a pak uz jen staci napsat algoritmus, ktery vhodné prochéazi strom
a aplikuje je. Vlastni prochazeni typu Post-order realizuje procedure RConstEval (uvadime
jen fragment) a kazdy uzel ja pak testovan procedurou , zda se v ném diky logické konstanté
nemuze zjednodusovat podle vyse uvedenych zakoni.

procedure TEditForm.RConstEval;
begin
if (tr~.prior <> 6) then
begin
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RConstEval(tr~.left); RConstEval(tr~.right); EvlConstl(tr);
end; {levy podstrom, pravy podstrom, pak teprve uzel}
end;

procedure TEditForm.Ev1Constl;
{pokus o vyhodnoceni logické pravdy nebo nepravdy}

begin
case pchar of
’=’:begin
if pompt2~.character=’0’ then pomptl~.neg:=not(pomptl~.neg);
p:=pomptl;RdisposeTree (pompt2) ;
end;{ekvivalence se vyhodnoti pfesn& dle ekvivalenci}

{(a=1)=A
(A=0)="A%}

end;

Podivejme se také na ptiklad takového zjednoduseni, které muze byt velmi Gc¢innou
optimalizaci a usetrit ndm zbytecné vyhodnocovani velké ¢asti podminky. Méjme pomérné
slozitou podminku -logicky vyraz - ktery obsahuje jednu konstantu 0 (t¥eba bychom ji
dostali po vyhodnoceni jednoho porovnani v néjakém programovacim jazyce a néjakém
programu v ném vytvoreném).

(pl7rl"t)&q&r&™ (t |70 "r)&(t| " &("pl~ql"r)

& = & =
-/ \____ -/ \____
& | & |
_______ / \ -/ \ —___/'\ -/ \
& | | ~ & I | -
/ \ /N /N \ / \ /N /N N\
& °© t - - T & t - - r
/N \___ AV WA /N \___ A WA
& r | a9 P q & r | qQ P q
_/\ -/ \ -/ \ _/\
| q I - (| I ~
_/\ /N N\ _/\ /N N\
I - t "~ r | - t "~ r
/N N\ \ /N O\ \
- t 0 - t 0
\ \
r r
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& = & = & = 0

./ \____ ./ \____ / \____
& I & I 0 I
/ \ _/\ / \ _/\ _/\
& I I - 0 | I - I ~
/N7 \N /N \ /N /N O\ /' N\
& 0Ot~ ~ ~ r 1 r - r
/ \ A A A AN N\
& r 9 p 4 a9 p 1 P q
_/\
| q
_/\
-
/N \
p° t
\
r

Dalsi zajimavou transformaci logického vyrazu je prevod na tzv. funkéné aplnou mno-
zinu spojek. V logice existuji kombinace spojek, pomoci kterych miizeme vyjadrit vSechny
formule jako ekvivalentni. To by mohlo byt zajimavé v pripadé, Ze stroj, ktery pro zpra-
covani naSich logickych vyrazii pouzijeme, umi velmi rychle oproti jinym spojkam, tesit
néjakou konkrétni spojku (procesory pocitaci i jiné logické obvody mohou tuto vlastnost
mit). Druhou moznosti jsou napiiklad nékteré dikazové metody (napiiklad metoda ”re-
ductio ad absurdum”, nep¥imy diikaz, vyzaduje formule ve formé implikaci). Funkéné aplné
mnoziny spojek jsou napriklad:

e {—,—},{—} - negace a implikace, ¢i dokonce pouze implikace (ovem s pomoci
logickych konstant)!

o {-,A,V} {—,A},{~, V} - negace, konjunkce, disjunkce ¢ dokonce negace pouze s
jednou téchto spojek; u prvni mnoziny lze dostat tvar tzv. nega¢ni normalni formy -
kdy negace se vyskytuje pouze u vyrokovych proménny (Ize ji vytla¢it smérem doli
ve stromé az na listy)

Pii pfevodu vyrazu na tyto mnoziny spojek mitizeme vyuzit napiiklad tyto zakony (pfe-
pis mezi implikaci a disjunkci a konjunkci, odstranéni ekvivalence, vytlaceni negace - De
Morganovy zakony):

ANB & —-(A— -B),AVB& - A—-B A< B& (A—-B)AN(B—A),~(AVDB) <
—“AAN-B,-(AANB) & AV -B,——A& A

Tyto zédkony lze implementovat prichodem typu Pre-order (nejprve se musi zménit spojka
na vyssi drovni a pak se muze pokracovat dale na nizsi). Podivejme se pro piiklad na
fragment algoritmu na pfevod na konjunkce a negace. Procedura Conjunction provede
rekurzivné zmény spojek a prislusné zmény na negované formule dle ekvivalenci.
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procedure TEditForm.Conjunction;{konverze na konjukce a negace}

else if p~.character = ’>’ then
begin {implikaci zmé&nime na konjunkcil}
ChangeOper (p,pchar) ;p~.neg:=not (p~.neg);
{pozor novad konjukce je negovanda}
p~.right”.neg:=not(p~.right”.neg);
{pozor pravy podstrom je také negovanylt

end;
{(A>B)= "(A&~"B) 1}
end;
end;

A nyni priklad, jak lze nejprve formuli prevést pouze na konjunkce, negace a pak na kon-
junkce, disjunkce a negace, kde negace budou jen na proménnych. Vychozi formule je
nésledujici (vlastné jde o zndmé pravidlo tranzitivity):

(C(A>B)&(B>C))>(A>C))

> = = =
_/\ \ - \
& > & &
/N /N __/\ _/\
> > AC & - & -
/ N/ \ / \ \ ___/\ \
ABBC > > > ~ > >
/NN /\ \ /N 7\
ABBC AC & BC AC
/\
A -
\
B
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\ N
& &
———/\ / N\
% ~ ~
-/ \ \ ———/ N\
- - > & A C
\ \ / \ ——/ \
& & AC - -
/N /N \ \
A~ B- & &
\ \ /NN
B C A~ B~
\ \
B C

~ = | =
N\ / \
& ~ C
/\ N __
& - & ~
-/ \ \ -/ \ \____

& A C & A &
__/\ -/ \ -/ \
\ \ \ \ \

& & & & &
/N /N /N /N / \
A~ B~ A~ B~ A~

\ \ \ \ \

B ¢ B ¢ B

Nyni si oba prevody jesté okomentujeme v infixni forme:

(((A>B)&(B>C))>(A>C))

Implikace na konjunkci:”((A>B)&(B>C)&~ (A>C))
Implikace na konjunkci:™(~(A&"B)&(B>C)&~ (A>C))
Implikace na konjunkci:™(~(A&"B)&~ (B&~C)&~ (A>C))
Implikace na konjunkci:™(~(A&"B)&~ (B&~C)&A&~C)
(T (A&"B) &~ (B&™C) &A&™C)

Conjunction to disjunction: ™ (~(A&"B)&~ (B&~C)&A)IC
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Konjunkce na disjunkci:~ (" (A&~B)&~ (B&~C))|~A|C
Konjunkce na disjunkci:A&"B|B&~C|~AIC
A&"BIB&"C|~A|C

Nakonec se seznamime s nejdulezitéjsim pojmem tzv. konjunktivni normalni formy
vyrazu. Ten nam také umozni dokonce formalné provétovat dedukei [10].

Konjunktivni norméalni forma (KNF) vyrazu se sklada z tzv. konjunktt spojenych spoj-
kou konjunkce (konecny pocet). Konjunkt je tvoren z vyrokovych proménnych bez nebo
s negaci spojenych vyhradné spojkou disjunkce. Tento tvar tedy z hlediska stromu obsa-
huje smérem od kotfene doli konjunkce a plati, Ze od prvni disjunkce se uz smérem dol
vyskytuji jen disjunkce nebo atomy s negaci a bez.

Disjunktivni normélni forma (DNF) vyrazu je dudlni ke KNF a sklada se z tzv. dis-
junktd spojenych spojkou disjunkce (kone¢ny pocet). Disjunkt je tvofen z vyrokovych
proménnych bez nebo s negaci spojenych vyhradné spojkou konjunkce. Tento tvar tedy z
hlediska stromu obsahuje smérem od korene doli disjunkce a plati, Ze od prvni konjunkce
se uz smérem dola vyskytuji jen konjunkce nebo atomy s negaci a bez. Prikladem DNF je
vygenerovana formule z minulého piikladu.

A%~B|B&"C|~AlC

KNF se pouziva predevsim v oblasti automatizovaného dokazovani pii pouziti klau-
zularni rezoluéni metody a DNF se da vyuZit pro zjisténi platnosti formule (zda je tau-
tologie) - DNF tautologie by po zjednoduSeni méla degradovat na 1 (pravdu). DNF je
navic velmi expresivni, pokud chceme urcit, za jakych pravdivostnich hodnot vychozich
proménnych je vyraz pravdivy. Druha stranka véci je také pro praxi velice uzite¢na, nebot
jednoduchymi pravidly lze DNF i KNF minimalizovat, coz mize vyznamné zjednodusit
a zmens§it formuli (samozfejmé mensi formule, znamend mnohem méné& vyhodnocovani
pfi vypoctu vyrazu). Nejprve si projdéme pravidla pro prepis do normélnich forem po-
moci ekvivalenci (existuji samoziejmé i sémantické metody, kdy z tabulky mitizeme vytvorit
tzv. plné normélni formy). Ekvivalence, kromé jiz vySe pouzitych pravidel, zahrnuji pre-
devsim dvé pravidla, kterd umoznuji zménit hierarchii negace mezi spojkami konjunkce a
disjunkce (jde o distributivni zédkon), déle zékony absorpce, absorpce negace, idempotence
a komplementarita, a nakonec rozsireni.

ANBVC)< (AANB)V(ANC),AV(BANC) < (AVB)A(AVO),
AV(AANB) = A/ AN(AVB) s AJAV(mAANB) < AV B,-AV (AAB) &
“AVB,AN(mAVB) & AANB,mAN(AV B) & -ANB,
AVAS AANAS A AV A 1,AN-AS O,
(AN-B)V(AVB)<= A

Pozn. V automaticky vyhodnocenych ptikladech se pouziva v algoritmech nékdy pro jed-
nodussi manipulaci (napt. u zdkona rozsifeni) pfifazeni logickych konstant za A a B, tak
aby vysledek po vyhodnoceni odpovidal ekvivalenci.

Piiklad:
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Méjme formuli vyjadiujici, ze existuje k implikaci i jeji obracend implikace, pak lze odvodit
i ekvivalenci obou formuli, které jsou argumenty implikace.

(A>B)>((B>A)>(A=B))

Nejprve se podivejme, které operace musime udélat, abychom dospéli k DNF. Na této DNF
je vidét, za jakych podminek je platnd. Obsahuje 4 disjunkty a mizeme z nich i vyéist, pti
jakych hodnotach dosazenych za logické proménné bude vyraz pravdivy. Disjunkt 1 7ika,
ze vyraz plati, pokud A plati (tedy A = 1) a zéroven plati =B (tedy B = 0), disjunkt 2
-A=0,B=1,disjunkt 3- A =0,B =0, disjunkt 4 - A =1,B = 1. V tomto ptipadé
jednoduchou tvahou vidime, zZe v podstaté to jsou vSechny moznosti, jaké hodnoty mohou
byt A a B dosazeny a tudiz formule je tautologie. Minimalizace nadm vsak toto zajisti
algoritmicky.

(A>B)>((B>A)>(A=B))

Implikace na konjunkci:”((A>B)&™~(B>A>(A=B)))
Konjunkce na disjunkci:”(A>B) | (B>A>(A=B))
Implikace na konjunkci:A&~B| (B>A>(A=B))
Implikace na konjunkci:A&"B|~((B>A)&~ (A=B))
Konjunkce na disjunkci:A&~B|~(B>A) | (A=B)
Implikace na konjunkci:A&~BIB&~A| (A=B)
Ekvivalence na konjunkci:A&"B|B&~A|~(A&~B)&™ (B&™A)
Konjunkce na disjunkci:A&B|B&~A|("A[B)&~ (B&™A)
Konjunkce na disjunkci:A&"B|B&~A|("A[B)&("B|A)
Distribuce:A&"B|~A&B|~A&("BIA) [B&("BIA)
Distribuce:A&"B|“A&B|"B&~A[A&~A|B&("B|A)
Komplementarita:A&"B|~“A&B|~ A& B|0& A[B&("B|A)
Distribuce:A&~B|~A&B|~“A&"B|0| “B&B|A&B
Komplementarita:A&~B|~“A&B|~A&~B|0|0&B|A%B

DNF: A&"B|~A&B|~A&~B|A&B

.....

> = = | = | = | =
/ \__ \__ -/ \__ ) \__ _/\
> > & ~ > & > & -
/N 7\ /\ \ / \ / \ / \ /N \__
AB > = > 7 > > = A" > = A" &
/ N/ \ /N \__ /' N/ \N/\ N/ \/\ \ / \
BAAB A B > ABBAAB BBAAB B > ~
/ \ / N\ \
> = BA =
/' N/ \ / \
BAAB AB

23



-/ \___

-/ \C

&

/A

&
-/ \

7\ /N /N

/ \

/N /N /NN
A

\

/N /NN

A

/N /N

A

\

/\

~ B~ -

&
/ \

B ~

B ~

/\

/\
B A

-/ \__

/ \_ -/ \_ / \_ N\ / \_

-/ \

/ \_ /\ -/ \_ /\ /\

/N 7N\ AR

/N /N

A

/NN /N N\ _/\C / \
B

/ \
A

&
/\

B A~ A

/NN

“~ B B A

A~

~ <q

~ m

| =

-/ \

=

——-/\

——-/\

/\
AB

/ \

/\
AB

/ \_

/ \_

———/\

———/ N/ N\

/NN

/\ /\

-/ \_

00B

\ -/ \_

-/ \_

/\

1\

-/ \_

/ \

-/ \_

/N NN

/ \
A

“~ B A B

/NN

/\

/NN

/\

“~ B A B

A~

~ B A B

A~

~<q

~ Mm

o<t

~ Mm

24



\
B

=

Nyni miizeme zkusit aplikovat pravidla pro minimalizaci formule a dostaneme logic-
kou konstantu 1. Tudiz formule je opravdu logicky platna (tautologie - zdkon). Takovou
podminku bychom bez problému mohli zcela vynechat a povazovat ji za vzdy splnénou.

A%"B|~“A&B|~“A&~B|A%B

Rozditeni:0&"B|~A&B|1&~B|A&B
Roz§ireni:0& B|0&B|1& B|1&B
Roz8ifeni:0f1

Minimdlni DNF: 1

Priklad:

Na dalsim prikladé mizeme vidét, jak drasticky se zjednodusi pomoci minimalizace formule
- tedy usSetiime mnoho potencidlnich vyhodnoceni. Mé&jme nasledujici formuli:

("p>(q&~r))>("qlr)
Nejprve ji po krocich prevedeme na DNF.

Implikace na konjunkci:~(("p>q&"r)&~("qlr))
Konjunkce na disjunkci:”("p>q&~r)|"qlr
Implikace na konjunkci: “p&~(q&™r)|~qlr
Konjunkce na disjunkci: p&(“qlr)|~qlr
Distribuce:"q&"plr&~pl~qlr

DNF: “p&~ql~p&rl|~qlr

Minimalizaci dostaneme prekvapivé jednoduchou formuli a to pouze aplikaci dvou absorpci.

Absorpce:0&~ql “p&rl~qlr
Absorpce:0&~ql0&r|~qlr
Minim&lni DNF: ~“qlr

25



Poslednim pouzitim, které sice izce nesouvisi s cilem naseho ¢lanku, je moznost mi-
nimalizaci DNF zjistovat, zda zavér vyplyva z danych pfedpokladi (jiz bylo probirdno v
¢lanku [10]). Ukazme si to pouze na piikladu.

Priklad:

Necht jsou dana tfi tvrzeni - predpoklady:

1. Jan je ucitel.

2. Neplati, ze Jan je ucitel a zaroven je bohaty.

3. Je-li Jan rockovy zpévak, pak je bohaty.

Chtéli bychom provétit zavér - Z. Jan neni rockovy zpévak.

Nejprve musime zvolit logické proménné.

u - Jan je ucitel.

b - Jan je bohaty.

z - Jan je rockovy zpévak.

Nyni musime sestrojit vyrazy pomoci spojek pro tvrzeni 1., 2., 3. a spojit je vSechny
konjunkei (plati soucasné), tuto konjunkci pak dame jako prvni podvyraz implikace a
druhym bude zévér Z. (Implikace vyjadiuje, ze zavér vyplyva z piedpokladu). Formuli
nasledné prevedeme na minimalni DNF a vyjde-li 1, pak se jedna o spravnou dedukci
(systém Bachelor toto pfimo umoznuje).

u&” (u&b) & (z>b)>"z

Implikace na konjunkci:”(u&” (u&b)&(z>b)&z)
Konjunkce na disjunkci:” (u&” (u&b)&(z>b)) |~z
Konjunkce na disjunkci:™(u&”(u&b)) |~ (z>b) |~z
Konjunkce na disjunkci:~ulu&bl|~(z>b) |~z
Implikace na konjunkci:~u|u&blz&"bl~z
Absorpce negace:"ulb&l| b&z| "z

Absorpce negace: ulb&l| b&l|~z
Roz&iteni:"ul0|1]"z

Vyraz je platny. {Dedukce je spravna}

Druhy zajimavy piiklad umoznuje pomoci DNF zjistit, kdy dava sada vyrazi smysl - v
tomto piipadé tak chceme odhalit vinika trestného ¢inu (pfedpokladame, Ze mluvi pravdu).
Priklad:

Brown, Jones a Smith jsou podezieli z podvodu. Svédcéili pod prisahou takto:

1. Brown: Jones je vinen a Smith je nevinen.

2. Jones: Je-li vinen Brown, pak je vinen i Smith.

3. Smith: J4 jsem nevinen, ale alespon jeden ze zbyvajicich obvinénych je vinen.

Nejprve musime zvolit logické proménné.

u - Brown je vinen.

b - Jones je vinen.

z - Smith je vinen.

Nyni musime sestrojit vyrazy pomoci spojek pro tvrzeni 1., 2., 3. a spojit je vSechny
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konjunkei (plati souc¢asné). Vyraz nasledné prevedeme na minimalni DNF a disjunkty ndm
ukazi informace, kdy je konjunkce tvrzeni pravdivd - davd smysl a také z nich piimo
vycteme, jakd musi vina a nevina jednotlivych obvinénych.

(J&"S)&(B>S) & ("S&(JIB))

Implikace na konjunkci:J&~S&~(B&~S)&~S&(J|B)
Konjunkce na disjunkci:J&"S&("B|S)&~S&(J|B)
Distribuce: "B&J&"S&~S&(J|B) | S&J&~S&~S& (J|B)
Distribuce:J&J&"S&~S& B|B&J&~S&~S& B |S&J&~S&~S&(JIB)
Idempotence: "B&1&J&~S&~S|B&J&~S&~S&"B|S&J&~S&~S& (J|B)
Idempotence: "B&1&J&1&~S|B&J&~S&~S&~B|S&J&~S&~S&(J|B)
Komplementarita:“B&1&1&J&~S|0&"B&J&~S&~S|S&J&~S&~S&(J|B)
Idempotence: “B&1&1&J&"S|0& " B&J&1&~S|S&J&~S&~S&(J|B)
Distribuce: "B&J&~S|0|J&J&~S&~S&S |B&J&™ S&~S&S
Idempotence: "B&J&~S|0|1&J&~S&~S&S | B&J& ™ S&™ S&S
Idempotence: "B&J&~S|0|1&J&1&~S&S | B&J&~ S&~S&S
Komplementarita:“B&J&~S|0|1&J&1&0&S|B&J&~S&™S&S
Idempotence: “"B&J&~S|0|1&0&1&J&S |B&J&1&~ S&S
Komplementarita:“B&J&~S|0|1&0&1&J&S | B&J&1&0&S

Formule je konzistentni.Jeji modely vyjadruje DNF:
“B&J&~S {Tedy vinen je Jones a ostatni jsou nevinni.}

6 Prekladacde vieho druhu a zavér

Na pomérné rozsahlém prostoru jsme si ukazali, jak lze zapisovat syntaxi jazyka (vy-
razil), analyzovat je, prekladat do jinych forem a také vyhodnocovat. Ve jsme doplnili
také hotovou aplikaci a ukazkou kédu (jednak pro jednoduchy piiklad zcela funkéni a jed-
nak fragmenty z kédu, ktery je soucasti odkazovaného balicku). Chtéli jsme ukazat, Ze
zdanlivé slozité ukoly lze délat prehledné, ilustrativné a hlavné efektivné z hlediska casové
a prostorové slozitosti. Nas ¢lanek mé vlastné dvé roviny - jednak jsme ukazali, ze teorie
formalnich jazykii a automatfi je ndm bliZz neZ bychom ¢ekali. Uloha sestrojit jednodu-
chy analyzator nebo pieklada¢ bezkontextového jazyka mize potkat kazdého informatika
- vzdyt strukturované vstupy jsou soucasti mnoha informacnich systémui vcetné riiznych
databazovych aplikaci. Lze to hezky ilustrovat na prikladu ze Zivota. Jeden ze studentt
autort, ktery rozhodné nebyl nadsenec do teoretické informatiky ndas asi rok po statnicich
byla zadna moderni technologie, ale znalost tvorby analyzatort bezkontextovych jazyki!
Jeho tkolem bylo prijimat na vstupu jisty strukturovany vstup informaci zaslanych podle
sitového protokolu a prekladat jej do jiného formatu. Metoda rekurzivniho sestupu neni
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sice tou nejefektivnéjsi (spise se pouzivaji pfimo automatizované nastroje na tvorbu kédu
analyzatoru), ale mé vyhodu v pfehlednosti, jednoduchosti, kéd lze lehce upravit (pokud
turu, neni problém zménit pouze tuto malou ¢ast gramatiky a kédu a zbytek se nezméni)
a hlavné si jej programujete zcela sami - tudiz méate nad kédem plnou kontrolu. Také
bylo uzite¢né si pfipomenout praci se stromy a jejich vyhody a rizné zplisoby prochazeni.
Druhé rovina c¢lanku je pak zajimava z hlediska matematické logiky, naucili jsme se vy-
razné zjednodusSovat logické vyrazy a navic jsme vidéli, zZe to neni nijak algoritmicky slozité.
Doufame, Ze tento exkurz do svéta prekladact je pro ¢tenaie poucny nejen teoreticky, ale i

vvvvvv

vvvvv

reprezentaci hierarchicky strukturovanych kédua a stromy jsou k tomuto tcelu vynikajici.
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